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Глава 1

СТАТИСТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ГИББСА

Приводятся основные понятия и представления традиционной статистической модели Гиббса и ее квантового обобщения. Эта глава излагается без каких-либо претензий на полноту, сознательно исключено обсуждение хорошо разработанных конкретных методов и приложений. Эти вопросы наиболее подробно изложены в различных монографиях [1–3, 7, 27, 28, 29, 32, 38, 41, 43, 45, 48]. 

1.1. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ГАМИЛЬТОНА.  

ЭВОЛЮЦИЯ МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 


В классической механике микроскопическое состояние изолированной системы 
[image: image1.wmf]N

 частиц формально задается одной точкой 
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– мерном фазовом пространстве с элементом объема 


[image: image4.wmf]Õ

=

N

i

i

dX

dX

.                                   (1.1.1)

Здесь 
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– есть элемент фазового пространства 
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– ой частицы, движение которой описывается радиус-вектором положения 
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 и вектором импульса 
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Движение частиц определяется из уравнений Гамильтона
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где механическая величина 
[image: image11.wmf](
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 есть функция Гамильтона или гамильтониан. Поведение такой гамильтоновой микросистемы частиц является детерминированным. Определяя начальную точку 
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 в момент времени 
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, получим, согласно уравнениям (1.1.2), фазовую траекторию, вдоль которой она перемещается с течением времени. 


Изменение во времени произвольной микроскопической механической величины 
[image: image14.wmf](
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В силу уравнений Гамильтона получим
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Если справедливо уравнение
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то механическая величина сохраняется вдоль фазовой траектории с начального момента времени и имеет место равенство 
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При 
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 выражение полной производной упрощается 
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Пусть гамильтониан не зависит явно от времени, то из (1.1.7) следует
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Таким образом, функция Гамильтона является сохраняющейся механической величиной и соответствует полной энергии системы. Данная система частиц называется консервативной. 


Временная эволюция механической системы является микроскопически необратимой, если для некоторой механической величины справедливо одно из неравенств
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несимметричных при замене времени 
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Равенство (1.1.8) выполняется для гамильтоновой системы с функцией Гамильтона, равной сумме кинетической 
[image: image26.wmf]K

 и потенциальной 
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 энергий
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Это означает, что временная эволюция такой системы является микроскопически обратимой. Такой вывод сразу вытекает из микроскопической обратимости симметричных по времени уравнений движения Гамильтона.


Рассмотрим негамильтонову систему, для которой уравнения движения 
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содержат внешние силы 
[image: image32.wmf]i
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, зависящие от скоростей частиц и времени. Система является неизолированной и находящейся во внешнем окружении. Используя (1.1.11), получим из (1.1.3) соотношение
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Функция Гамильтона не сохраняется, даже если она не зависит явно от времени. Имеет место равенство 
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из которого следует, что вопрос необратимости зависит от знака мощности силы
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В качестве примера рассмотрим систему при наличии сил трения линейно зависящих от скоростей частиц
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Из (1.1.13) получим соотношение
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Используем выражение для диссипативной функции
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и перепишем (1.1.16) в следующем виде
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Из (1.1.16) вытекает определение силы
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где 
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Временная эволюция рассматриваемой системы является микроскопически необратимой, так как определяется знаком квадратичной формы (1.1.17). Полагается, что 
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. Тогда мощность силы отрицательна и имеем неравенство
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которое указывает, в каком направлении происходит эволюция системы. Силы трения приводят к уменьшению функции Гамильтона. Если выполняется равенство 
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то происходит уменьшение кинетической энергии системы частиц 
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за счет взаимодействия неизолированной системы с внешним окружением. 

1.2. ЛАГРАНЖИАН И ПРИНЦИП МИНИМУМА

 ФУНКЦИИ ДЕЙСТВИЯ


Рассмотрим экстремальные свойства уравнений движения Гамильтона. Задача сводится к нахождению экстремума функции 
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заданной на траекториях между неподвижными граничными точками 
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-мерном координатном пространстве для моментов времени 
[image: image52.wmf]1

t

 и 
[image: image53.wmf]2

t

. Величина 
[image: image54.wmf](

)

t

r

r

r

r

r

r

L

L

n

n

;

,...,

,

;

,...,

,

2

1

2

1

&

r

&

r

&

r

r

r

r

=

 есть функция Лагранжа или лагранжиан. 


Согласно вариационному принципу получим для первой вариации функционала


[image: image55.wmf].
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Здесь использовалось значение вариации 
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 и интегрирование по частям. Учитывая условия 
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Вариационная задача не имеет смысла, если 
[image: image61.wmf]L

 зависит линейно от 
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Используем уравнение (1.2.3) и находим изменение во времени лагранжиана
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Перепишем (1.2.4) в следующем виде
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Далее определяются импульсы 
[image: image65.wmf]i
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 и функция Гамильтона 
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[image: image67.wmf].
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Тогда, с учетом (1.2.3), (1.2.5) и (1.2.6) получим уравнения Гамильтона  
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и изменение во времени гамильтониана
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Если функция Гамильтона равна сумме кинетической и потенциальной энергий
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то имеем
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Таким образом для изолированной системы имеется соответствующий вариационный принцип для нахождения уравнений движения частиц. В случае действия внешних сил  различной природы уравнения Гамильтона
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имеют дополнительное слагаемое 
[image: image74.wmf]i
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, которое не выводится вариационным принципом. Это следовало ожидать, так как наличие внешних сил приводит к необратимости временной эволюции системы, обусловленной мощностью силы (1.1.14).

1.3. УРАВНЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ ФАЗОВОГО ОБЪЕМА.

ТЕОРЕМА О СОХРАНЕНИИ МЕРЫ ЛИУВИЛЛЯ


Пусть задается множество начальных точек 
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 фазовой области 
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. Тогда, решая уравнения Гамильтона (1.1.2), имеем множество фазовых траекторий для точек 
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 находятся в объеме 
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 фазовой области 
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Для объемов справедливы равенства
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где якобианы преобразований
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В геометрическом смысле элемент объема 
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 фазовой области 
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 представляет собой скалярную плотность с весом, равным единице [44], так как величина 
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 в (1.3.1) находится в первой степени. При движении фазовая область 
[image: image91.wmf]G

 перемещается и деформируется. Якобиан зависит явно от времени, а его модуль характеризует растяжение или сжатие элемента объема. 


Находим значение производной по времени от интеграла 
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где область интегрирования подвижна. 

Рассмотрим системы, для которых справедливо равенство
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В силу произвольности элемента объема получим из (1.3.3) уравнение
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Для гамильтоновых систем выполняется условие 
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С учетом (1.3.6) уравнение (1.3.5) упрощается 


[image: image96.wmf]0

=

¶

¶

t

M

                                      (1.3.7)

и имеем равенство 
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Таким образом, элемент объема для рассматриваемых систем является скаляром. Из (1.3.4) следуют соотношения
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Объемы фазовых областей определяют меры множеств точек. Гамильтоновы системы описываются следующими мерами Лиувилля
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Тогда, согласно (1.3.8) и (1.3.9), имеем доказательство теоремы о сохранении меры Лиувилля вдоль фазовых траекторий 
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Вычислим производную
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где 
[image: image105.wmf](
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– произвольная механическая величина. Учитывая значение полной производной по времени
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получим 
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Для негамильтоновых систем необходимо решить уравнение (1.3.5) и производить интегрирование по 
[image: image108.wmf]MdX

. В итоге имеем следующее равенство 
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1.4. ВЕРОЯТНОСТИ И СРЕДНИЕ ЗНАЧЕНИЯ ПО МЕРЕ


Идея вероятностно-статистического описания поведения системы 
[image: image110.wmf]N

 частиц состоит в том, что фазовое пространство есть вероятностное пространство. Множество точек описывают состояния ансамбля тождественных и независимых микросистем Больцмана-Гиббса и имеют случайные значения. В статистической модели Гиббса точки множества движутся по непересекающимся траекториям, согласно уравнениям Гамильтона
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Пусть микросостояния неравновозможны и распределены в объеме фазовой области 
[image: image113.wmf]G

 с плотностью вероятности 
[image: image114.wmf](
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. Тогда на множестве точек определена вероятностная мера Лиувилля
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Безразмерный элемент 
[image: image117.wmf]N

6

-мерного фазового пространства записывается в современной форме
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где 
[image: image119.wmf]h

– фундаментальная постоянная Планка и 
[image: image120.wmf]r

– число степеней свободы. Причем на меру налагается условие вероятностной нормировки
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где фазовая область 
[image: image123.wmf]G

 совпадает со всем фазовым пространством. В (1.4.4) опущена область интегрирования.


Так как общее число частиц фиксировано, то плотность числа частиц равняется 
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 и из (1.4.4) получим следующую нормировку
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Непрерывные функции 
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 называются функциями распределения и с их помощью можно вычислить любые статистические характеристики, наблюдаемые в макроскопических опытах. В различных физических ситуациях используется одно из этих распределений. 


В вероятностном пространстве наряду со случайными механическими величинами 
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, зависящие от функции распределения. Назовем все эти величины физическими величинами и будем определять их статистические характеристики. 


Пусть 
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– произвольная физическая величина, определенная на множестве с вероятностной мерой 
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Когда 
[image: image134.wmf]G

 совпадает со всем фазовым пространством из (1.4.6), получим
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Отклонение величины 
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 от ее среднего определяется центральными моментами 
[image: image137.wmf]k

-го порядка


[image: image138.wmf][

]

(

)

(

)

ò

D

=

D

pdX

T

T

k

k

E

,                           (1.4.8)

где введена флуктуация
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При 
[image: image140.wmf]2

=

k

 получим дисперсию
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Статистическая зависимость двух величин характеризуется коэффициентом корреляции
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где имеем квадратичные отклонения
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Начальный момент 
[image: image145.wmf]k

-го порядка равен 
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Микропеременные и функции от них являются случайными величинами и не наблюдаются в макроскопических опытах. Положим, что задается величина 
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 определяется следующим образом
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и для среднего имеем 
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где 
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 есть функция Дирака. 


Для дискретных величин 
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где 
[image: image154.wmf]m

 – число возможных микросостояний и 
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 – распределение вероятностей, удовлетворяющее условию нормировки
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1.5. ЭНТРОПИЯ БОЛЬЦМАНА-ГИББСА-ШЕННОНА


Рассмотрим произвольное состояние системы, которое характеризуется вероятностной мерой 
[image: image157.wmf](
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где введена так называемая производная Радона-Никодима 
[image: image159.wmf](
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Среднее значение физической величины (1.5.1) по объему фазовой области 
[image: image160.wmf]G

 равняется 
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Если фазовая область охватывает все фазовое пространство, то получим
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Микроскопическая энтропия 
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 есть случайная физическая величина, которая зависит от функции распределения. Среднее значение (1.5.2) или (1.5.3) представляют собой энтропию Больцмана-Гиббса-Шеннона и является функционалом от распределения.


Энтропия определяет меру статистической разупорядоченнос-ти в микросостояниях системы. 


Приведем основные свойства энтропии Больцмана-Гиббса-Шеннона. 

1. Аддитивность. Пусть состояние общей системы описывается совместным распределением 
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Для статистически независимых систем справедливо равен-                     ство 
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. Тогда из (1.5.4) вытекает свойство аддитивности для энтропий
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где 
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В общем случае совместное распределение имеет вид 
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и справедлива формула
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используемая в аксиоматике теории вероятностей [52, 53].

Здесь 
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 есть условное распределение. Используем условие нормировки
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и получим свойство аддитивности в виде 
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где условная энтропия 
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2. Флуктуация. Используем выражение флуктуации микроскопической энтропии
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и запишем распределение в виде
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Из условия нормировки распределения окончательно получим 
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3. Энтропия равновозможного состояния. Пусть в системе отсутствуют флуктуации микроскопической энтропии 
[image: image184.wmf](

)

0

=

D

s

. Из соотношений (1.5.14) и (1.5.15), записанных для области 
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, вытекают равномерное распределение и энтропия равновозможного состояния
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Свойство максимальности энтропии равновозможного состояния системы приводится в следующем параграфе.


В дискретном случае среднее значение микроскопической энтропии 
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В общем случае энтропия может быть средним значением других выражений микроскопических энтропий. Более того, она может не иметь микроскопических аналогов и определяться как некоторый функционал. В дальнейшем этот вопрос будет подробно изучен.

1.6. ИНФОРМАЦИЯ РАЗЛИЧИЯ КУЛЬБАКА 


Пусть система переходит от состояния с вероятностной мерой 
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. Тогда переход характеризуется микроскопической информацией различия в виде разности микроскопических энтропий
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Среднее значение по объему фазовой области 
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 есть информация различия Кульбака [31, 84]
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или просто различающая информация. Для всего фазового пространства имеем
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Информация различия определяет меру статистической упорядоченности в микросостояниях системы с распределением 
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Рассмотрим основные свойства информации различия Кульбака. 

1. Аддитивность. Пусть два состояния общей системы описываются нормированными совместными распределениями 
[image: image205.wmf](

)

t

X

X

p

p

,

,

2

1

12

12

=

 и 
[image: image206.wmf](

)

t

X

X

q

q

,

,

2

1

12

12

=

. Общая информация различия имеет вид 


[image: image207.wmf](

)

òò

=

2

1

12

12

12

12

12

ln

:

dX

dX

q

p

p

k

q

p

I

,                   (1.6.4)


[image: image208.wmf]1

2

1

12

2

1

12

=

=

òò

òò

dX

dX

q

dX

dX

p

.                       (1.6.5)

В случае статистической независимости двух подсистем имеем равенства 
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где 
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Рассмотрим переход от состояния 
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и условное распределение


[image: image218.wmf](

)

(

)

(

)

t

X

p

t

X

X

p

t

X

X

p

,

,

,

,

1

1

2

1

12

1

2

1

2

=

.                       (1.6.9)

Из (1.6.4) получим свойство аддитивности в виде 
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где 
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Таким образом, информация различия равняется разности энтропии для распределения 
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Наконец, рассмотрим общий случай с совместными распределениями 
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и получим следующее свойство аддитивности
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Первое слагаемое в (1.6.14) есть информация различия в наблюдениях 
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При 
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2. Флуктуация. Рассмотрим флуктуацию микроскопической информации различия
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и запишем распределение в виде
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Используя условие нормировки (1.6.3), получим функцию распределения
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и информацию различия Кульбака в виде 


[image: image239.wmf](

)

(

)

{

}

dX

p

p

i

k

p

k

p

p

I

ò

D

=

-

0

1

0

0

:

exp

ln

:

.             (1.6.19)


Введем флуктуации микроскопических энтропий
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и запишем флуктуацию микроскопической информации различия в виде 
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где 
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Тогда выражения (1.6.18) и (1.6.19) примут следующий вид 
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Если в системе отсутствуют флуктуации микроскопической информации различия 
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Таким образом, задавая значения флуктуаций микроскопической энтропии и информации различия, можно находить распределение и средние значения физических величин, наблюдаемые в макроскопическом опыте. 
3. Негэнтропийный принцип Бриллюэна. Пусть средние значения микроскопической энтропии 
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и в итоге имеем

         
[image: image257.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

(

)

{

}

(

)

{

}

0

exp

exp

ln

 

:

  

1

0

1

0

0

³

D

-

D

-

=

-

-

=

ò

ò

-

-

dX

p

s

k

dX

p

s

k

k

p

S

p

S

p

p

I

.   (1.6.27)
Из (1.6.27) следует соотношение 
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где информация различия представлена в виде отрицательного вклада в энтропию и называется негэнтропной. Понятие негэнтропии, т.е. изменение энтропии с обратным знаком, было предложено Э.Шредингером [55]. В общем случае выполняется негэнтро-пийный принцип Бриллюэна [4,5]
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где знак неравенства соответствует необратимым процессам в замкнутой системе.
4. Выпуклость. Максимальность энтропии равновозможного состояния. Для произвольных распределений 
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с равенством тогда и только тогда, когда 
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. Таким образом, различающая информация есть знакоопределенный функционал. Аналогичное равенство справедливо для информации различия (1.6.2), определенной по фазовой области 
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Подставим в (1.6.2) распределение равновозможного состояния
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и получим неравенство
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из которого следует, что энтропия равновозможного состояния больше, чем энтропия произвольного состояния с распределением 
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5. Расхождение. Определим количественную меру средней информации различия в наблюдении 
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и запишем следующий  функционал 
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Величина 
[image: image272.wmf](
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 называется расхождением  и является мерой трудности различия в наблюдениях 
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Расхождение обладает свойством симметричности относительно 
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. Для информаций различия это свойство не выполняется 
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 можно рассматривать как направленные расхождения. 


Расхождение (1.6.33) обладает свойствами выпуклости 
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 и аддитивности для независимых величин.


6. Информационный коэффициент корреляции. Статистическая зависимость величин 
[image: image282.wmf]1
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[image: image283.wmf]2

X

 определяется информационным коэффициентом корреляции
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где информация  различия 
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 задается формулой (1.6.10). Информационный коэффициент корреляции имеет значение 
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7. Информационное расстояние. Геометрическая интерпретация информации различия 
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Равенство (1.6.36) выполняется тогда и только тогда, когда справедливо условие
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8. Меры Шеннона-Винера и Хартли. Дискретным аналогом количества информации (1.6.10) при наличии шума в каналах связи является мера Шеннона-Винера
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где переданный и полученный случайные сигналы соответствуют 
i- и j-му значениям x и 
[image: image297.wmf]x
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. Второе слагаемое в (1.6.38) характеризует наличие шума.


Рассмотрим случай, когда сигналы имеют q возможных и равновероятных значений при числе наблюдений n. Тогда получим вероятность 
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 и из (1.6.38) вытекает мера информации Хартли
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без учета наличия шума. Из (1.6.39) следует, что информация пропорциональна числу наблюдений. 

Подробнее с процессами передачи информации по тем или иным системам связи можно познакомиться в монографиях ряда авторов [42, 52, 54 и др.]

1.7. КИНЕТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ ЛИУВИЛЛЯ.                                                                                                                   ЭВОЛЮЦИЯ СТАТИСТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ


Рассмотрим произвольное равновозможное состояние гамильтоновых систем. Для движущегося деформируемого объема фазовой области 
[image: image300.wmf]G

 выполняется теорема о сохранении меры Лиувилля вдоль фазовых траекторий
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При этом выполняется следующее условие
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для гамильтоновых систем.


Если фазовая область 
[image: image303.wmf]G

 совпадает со всем фазовым пространством, то теорема (1.7.1) для неравновозможных микросостояний означает теорему о сохранении нормировки распределения 
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Дифференцируем интеграл, определенный по подвижному объему, и, используя (1.7.2), получим
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Если равенство (1.7.4) справедливо для любого индивидуального объема фазового пространства, то имеем кинетическое уравнение Лиувилля для функции распределения модели Гиббса 
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Микроскопическая энтропия 
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 удовлетворяет аналогичному уравнению
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Из (1.7.5) следует, что функция распределения сохраняется вдоль фазовых траекторий с начального момента времени 
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Рассмотрим эволюцию во времени среднего значения произвольной физической величины 
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где
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Тогда, используя уравнение Лиувилля (1.7.5), получим равенство
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Из (1.7.10) вытекают: уравнения движения для средних значений координат
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импульсов
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и изменение во времени среднего значения функции Гамильтона
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Уравнения (1.7.11) – (1.7.13) для средних значений идентичны по форме с микроскопическими уравнениями Гамильтона (1.1.2).


Поскольку семейство функций распределений, удовлетворяющих уравнению Луивилля, сохраняется вдоль фазовых траекторий, то в данной статистической модели, разработанной Д.В.Гиббсом [7], необратимые процессы не существуют. Это означает отсутствие положительных или отрицательных производных по времени каких-либо средних значений физических величин. Уравнение (1.7.10) инвариантно при замене 
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и информации различия Кульбака
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так и любого функционала, зависящего от функций распределения 
[image: image323.wmf](

)

const

t

X

p

=

,

 и 
[image: image324.wmf](

)

const

t

X

p

=

,

0

.


Таким образом, для статистической модели Гиббса меры беспорядка-порядка в микросостояниях системы сохраняются и имеем обратимое неравновесное состояние. Изменения макроскопических (средних) величин носят обратимый характер. 

1.8. КВАНТОВОЕ УРАВНЕНИЕ НЕЙМАНА.                                                                                                               ЭВОЛЮЦИЯ КВАНТОВОЙ СИСТЕМЫ


Идея квантово-статистического описания поведения системы 
[image: image325.wmf]N

 частиц состоит в том, что микроскопические состояния описываются оператором плотности 
[image: image326.wmf]r

 в гильбертовом пространстве [35]. Физическая величина есть оператор 
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, собственные значения которого представляют собой набор дискретных значений 
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Оператор плотности есть эрмитов оператор с единичным следом
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Диагональные элементы комплексной эрмитовой 
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– матрицы плотности 
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 соответствуют вероятностям возможных значений W = { ρ11, ρ22, … , ρmm, …}.
Дифференцируем условие нормировки (1.8.2) по времени 
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Оператор плотности удовлетворяет квантовому уравнению Неймана
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При этом равенство (1.8.3) выполняется. Уравнение (1.8.4) является квантовым аналогом классического уравнения Лиувилля (1.7.5), где 
[image: image337.wmf]H

 есть оператор Гамильтона.


Рассмотрим эволюцию во времени среднего значения произвольной физической величины
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где 
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Используем уравнение Неймана (1.8.4) и получим равенство 
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Таким образом, из (1.8.7) получим следующие уравнения движения для средних значений координаты
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импульса
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и изменение во времени оператора Гамильтона
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Здесь использовалось правило дифференцирования произвольного оператора 
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 по операторам 
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Уравнения (1.8.8) – (1.8.10) для средних значений соответствуют формально уравнениям (1.7.10) – (1.7.12) классической статистической механики для системы частиц и являются симметричными при замене времени 
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. Следовательно, рассматриваемая квантовая статистическая модель не описывает необратимые процессы. Квантовая энтропия постоянна во времени и имеем равенство 
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где 
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– квантовый аналог микроскопической энтропии.


Равенство, аналогичное (1.8.12), получим и для квантовой информации различия 
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Здесь 
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 удовлетворяют уравнению Неймана. 


Таким образом, имеем обратимое неравновесное состояние квантовой статистической модели, которое описывается уравнением Неймана. 

1.9. ФИЗИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА. НЕРАВНОВЕСНЫЕ ЭНТРОПИЯ 

И ИНФОРМАЦИЯ РАЗЛИЧИЯ


Микроскопические случайные физические величины могут принимать полный набор дискретных значений 
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 задают микроскопическое состояние системы и позволяют находить средние значения дискретной случайной величины
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Вероятности удовлетворяют условию нормировки
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Нахождение вероятности 
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 является задачей физической статистики.


В классической статистике рассматриваются равновероятные состояния, которыми может быть реализовано заданное микроскопическое состояние идеального газа. Вероятностное фазовое пространство делится на 
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 ячеек безразмерного объема 
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 ячейкам без учета порядка частиц в любой ячейке. Энтропия выражается логарифмической мерой статистического веса
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В современной статистике Максвелла-Больцмана для статистического веса имеем
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где 
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Величина 
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 есть безразмерный объем фазовой ячейки, характеризующий максимальное число микросостояний в 
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Используем формулу Стирлинга 
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Введем среднее число частиц в 
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и перепишем (1.9.6) в дискретной и непрерывной форме
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Величина 
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 есть дискретный аналог функции распределения 
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Введем дискретную функцию распределения 
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есть дискретный аналог средней энтропии 
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где микроскопическая энтропия равняется 
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. Из (1.9.10)  следует, что вероятности равняются Wi = pi(gi ≠ const) и средние (макроскопические) значения являются аддитивными величинами, пропорциональными числу частиц.


Современная статистика использует принцип неразличимости частиц. Этот квантомеханический принцип означает, что перестановка частиц не дает нового варианта заполнения ячеек. 


Статистический вес в статистике Ферми имеет вид  
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при условии выполнения принципа Паули. Вследствие этого принципа ни одна ячейка не может быть заполнена более чем одной частицей. 


В статистике Бозе используется формула 
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вытекающая из условия, что в ячейке может находиться любое количество частиц. Повторяя предыдущие вычисления, получим выражение для энтропии
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где верхний знак соответствует Ферми-газу, а нижний – Бозе-газу.


В случае непрерывных распределений из (1.9.15) вытекает 
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Теперь представляется необходимым дать строгое микроскопическое обоснование информации различия при переходах между двумя состояниями неравновесных систем. Эти произвольные макроскопические состояния газа характеризуются двумя распределениями 
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 микроскопическим состояниям. 

Рассматривая вначале распределения как независимые, вычислим информацию различия в виде разности энтропий
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что обоснованно соответствует определению информации в виде негэнтропии по Бриллюэну. Однако учет различия между двумя группами частиц, характеризующегося числами 
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Величина 
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 для рассматриваемых неравновесных газов запишется согласно (1.9.5), (1.9.13), (1.9.14) следующим образом

                                 а) 
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                       в) 
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Далее, используя формулу Стирлинга и приближенное значение
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при 
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, получим выражение для информации различия идеального газа 
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которое при  
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 перепишем в окончательном виде 
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Здесь   
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 – безразмерный элемент фазового пространства, 
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– постоянная Планка,  
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– число степеней свободы частицы.


Аналогично определяется мера информации различия для Ферми и Бозе-газов


[image: image421.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

å

ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

-

+

=

m

i

i

i

i

i

i

i

i

N

n

n

n

n

n

n

G

k

I

2

1

1

2

1

1

12

1

1

ln

1

ln

,         (1.9.23)


[image: image422.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

å

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

+

-

=

m

i

i

i

i

i

i

i

i

N

n

n

n

n

n

n

G

k

I

2

1

1

2

1

1

12

1

1

ln

1

ln

.         (1.9.24)

При переходе к непрерывным величинам имеем соответствующие формулы физической информации различия:

а) для идеального газа –
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б) для Ферми-газа –
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в) для Бозе-газа –
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где 
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 есть элемент безразмерного фазового пространства. В формулах (1.9.23) – (1.9.27) опущена константа. 


Итак, отличительной особенностью квантовых мер в сравнении с известной мерой информации различия Кульбака для статистики Больцмана является наличие дополнительных слагаемых, которые  при 
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Выражения (1.9.25) – (1.9.27) перепишем в эквивалентном виде 
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где 
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Если распределения  
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то из  (1.9.28) вытекает выражение негэнтропийного принципа Бриллюэна
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Из (1.9.30) следует, что переход системы с энтропией  
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 происходит совместно с потерей информации различия о структуре системы. Аналогично, переход от состояния 
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 к состоянию с меньшей величиной 
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 сопровождается увеличением информации различия. Таким образом, при переходах системы между состояниями происходит взаимное изменение мер беспорядка и порядка.

Физическая информация различия является единственной знакоопределенной функцией (или функцией Ляпунова) в семействе логарифмических мер в общем случае, когда отсутствуют ограничения на постоянство энергии или других величин. Как известно, такое ограничение имеет место для энтропии.
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