
Глава 4

СТАТИСТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ                                                                                                                          НЕЭКСТЕНСИВНЫХ СИСТЕМ 


Исследования в области статистической механики и термодинамики неэкстенсивных (неаддитивных) систем приобретают значительный интерес. Это объясняется и новизной возникающих здесь теоретических проблем и важностью приложений. Обзорам работ посвящены специальные выпуски журналов: “Brazilian J. Phys. 1999. Vol. 29. N1. P.1-214” [65], “Physica A. 2002. Vol.305. P.1-343” [103], “Chaos, Solitons and Fractals. 2002. Vol.13. P.367-621” [66], сборник [101], а так же статьи [124, 125, 126, 128]. Имеется полная библиография [120] из более 800 ссылок, которая постоянно обновляется. 


В настоящей главе даются ссылки только на исследования, посвященные статистической модели неэкстенсивных систем. Начало систематического изучения в этом направлении связано с работой К.Тсаллиса [120], в которой в 1988 г. рассматривается формула статистической q-энтропии 
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Для двух независимых систем имеем 
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 и, следовательно, из (4.0.1) вытекает равенство
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отражающее свойство супераддитивности при 
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 и субаддитивности при 
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. Таким образом, действительное число 
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 является мерой неаддитивности двух независимых систем с распределениями 
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В работе [79] находится энтропия (4.0.1) из основ q-исчис-ления, разработанного Джексоном (F.Jackson //Mess. Math. 1909. Vol.38. P.57; Quart. J. Appl. Math. 1910. Vol. 41. P.193). При усовершенствовании этого направления с использованием свойств групп квантовой механики, выводится экзотическая q-энтропия [58]


[image: image12.wmf](

)

(

)

ò

ò

-

-

=

-

dX

p

dX

p

q

q

k

p

S

q

q

S

q

1

1

,                          (4.0.3)

инвариантная при замене 
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С использованием аксиом теории вероятностей [52, 54], в работах [59] и [113], соответственно, дается обоснование энтропии Тсаллиса (4.01) и q-энтропии Реньи [113]
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В историческом плане появление выражений энтропий (4.0.1) и (4.0.4) можно проследить по работам: Druyvenstein M. Physica. 1930. Vol.10. P.6, 1934. Vol.1. P.1003.; Harvda J., Charvat F. [74]; Vajda I. [130, 131]; Daroczy Z. [70]; Aczel J., Daroczy Z. [60]; Sharma B.D., Mittal D.P. [115, 116]; Wehrl [133]; Behara M. [61]; Schutzenberger M.P. Contribution aux application statistiques de la theories de l’information. Publ. Inst. Statist. Univ. Paris. 1954. Vol.3. P.3.; Renyi A. Proc. Fourth Berkeley Symposium. 1960. Vol.1. Berkeley, Los Angeles: University of California Press. 1961. P.547.; Taneja I.J. [118, 119], см. также http://www.mtm.ufsc.br/~taneja/book/

Функционалы (4.0.4) и (4.0.1) используются в физике фракталов и мультфракталов для экстенсивных [46, 56, 62, 72 – 75, 92 – 94] и, соответственно, неэкстенсивных систем [80]. В работе [89] разрабатывается статистическая термодинамика, исходя из энтропии Реньи, которая обладает свойством аддитивности
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Подробный анализ возможных типов статистических термодинамик приводится в [85 – 87, 119]. Классификация дает четыре вида энтропий: 
[image: image16.wmf](

)

p

S

BGC

, 
[image: image17.wmf](

)

p

S

R

q

, 
[image: image18.wmf](

)

p

S

T

q

 и 
[image: image19.wmf](

)

p

S

U

q

, где новая q-энтро-пия имеет следующий вид [76, 85]
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В пределе 
[image: image21.wmf]1
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 имеет из (4.0.1), (4.0.4) и (4.0.6) выражение аддитивной энтропии Больцмана-Гиббса-Шеннона
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В работах [82, 83] рассматривается еще одна экзотическая безразмерная энтропия
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при 
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 и разрабатывается соответствующее 
[image: image25.wmf]k

-исчисление.

Ряд работ [58, 59, 76, 87, 106, 108, 109, 117] посвящен общим свойствам энтропии Тсаллиса, главным образом неравенствам и свойствам выпуклости.

А.Реньи [113], П.Ратье и П.Каннаппан [111] К.Тсаллис [122] М.Чиино [117] и Р.Йохал [79] определяют новые меры q-инфор-маций различия
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для описания переходов между состояниями с распределениями 
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 и 
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 системы и рассмотрели их свойства. При 
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 из (4.0.9) и (4.0.10) вытекает аддитивная информация различия Кульбака [31]
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используемая в главе 2 при исследовании переходов беспорядок – порядок. 


В настоящей главе дается логическая схема статистической модели неэкстенсивных систем, основанная на понятии полунормы вероятностного q-пространства. Рассматриваются статистический, вариационный и групповой подходы к выводу q-энтропий и q-информаций различия. В результате к функционалам (4.0.1), (4.0.3), (4.0.4), (4.0.6), (4.0.8)–(4.0.10) добавляются новые выражения. Показывается взаимосвязь этих величин с традиционной энтропией Больцмана-Гиббса-Шеннона и информацией различия Кульбака при q = 1. Получены дифференциальные соотношения для этой взаимосвязи. Обзор q-функционалов приводится в [61, 118, 119, 130].


Среди сложных систем с нелинейной динамикой большое значение имеют системы фрактальной природы. Идея исследования фракталов на основе меры Хаусдорфа восходит к работам Б.Мандельброта [92–94]. Были получены нетривиальные резуль-таты и построена математическая теория. Центральную роль в определении фрактальной размерности играет энтропия Реньи [46, 56, 62, 72, 73, 75]. В настоящее время растет интерес к исследо-ваниям фракталов в неэкстенсивных системах [80, 123]. Обзор результатов дается в работе [126]. Развиваемый подход позволяет с единых позиций изложить круг вопросов, связанных с 
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-энтро-пиями и 
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-информациями различия в фрактальном анализе.
4.1. ВЕРОЯТНОСТНОЕ q-ПРОСТРАНСТВО. ПОЛУНОРМЫ                                                             И СТАТИСТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ


Рассмотрим вероятностное фазовое пространство с мерой Лиувилля
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на фазовой области 
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. Мера удовлетворяет условию вероятностной нормировки
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где фазовая область совпадает со всем фазовым пространством и безразмерный элемент 6N-мерного пространства есть 
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Приведем основные определения.


Определение 1. Физический статистический ансамбль классических неэкстенсивных систем реализуется двумя множествами: а) множеством всех его состояний, описываемых распределением 
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; б) множеством физических величин. Среднее по ансамблю для любой физической величины 
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 равно [68, 69]
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Определение 2. Флуктуация физической величины есть [139, 140]
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где среднее значение определяется по формуле (4.1.3).

Определение 3. Начальный и центральный моменты 
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-го порядка физической величины 
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 равны
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Отдельные моменты имеют существенное значение в статистической теории. Величина 
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Определение 4. Каждой физической величине 
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 и любого числа 
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, соответствует положительная неубывающая функция [6, 51]
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В зависимости от областей изменения числа 
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 определяется тот или иной тип 
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-пространства. 


Приведем основные свойства выражения 
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1. Полунормы 
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2) 
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где 
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 есть произвольный скаляр. При 
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2. Невырожденность. Для полунормы допустимо 
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3. Неравенство Гёльдера. При 
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где для произвольных случайных величин 
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Конечные числа 
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 есть, так называемые, сопряженные показатели, которые удовлетворяют равенству 
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Знак равенства в (4.1.9) достигается тогда и только тогда, когда выполняется условие  


[image: image85.wmf]q

q

T

T

¢

=

2

1

l

.                                (4.1.12)

При 
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 есть сопряженное пространству 
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 принадлежат, соответственно, этим пространствам. Используем (4.1.10) и из (4.1.12) находим положительный коэффициент
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Пусть 
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при любом 
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При 
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 из (4.1.14) получим важное неравенство
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Полунорма больше традиционного среднего значения случайной физической величины.


4. Выпуклость функций 
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При значениях 
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где 
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5. Дифференцируемость функций 
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когда 
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 стремится к 0, и имеет в этой точке правую производную,
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При этом 
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Если 
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причем равенство достигается лишь в том случае, когда 
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 постоянна почти всюду.


Величина 
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Здесь равенство справедливо тогда и только тогда, когда справедливо условие
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Обобщением неравенства (4.1.24) является
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7. Взаимосвязь полунорм. Используем свойства полунормы и приведем дополнительно следующие формулы
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В обобщенном неравенстве Гёльдера (4.1.29) имеем 
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Неравенство (4.1.30) представляет собой обобщенное неравенство Минковского.


Если 
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которое при 
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В заключение приведем аналог полунормы величины 
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где 
[image: image157.wmf]m

– число возможных состояний системы.


Для квантовой величины 
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где 
[image: image161.wmf]r

– оператор плотности для смешанного состояния системы.

4.2. ПОЛУНОРМЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ


Рассмотрим два важных случая определения полунорм распределений. Сначала запишем выражение полунормы для значения 
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Согласно свойств 1, 4 и 5, полунорма распределения является невырожденной, выпуклой и дифференцируемой функцией по аргументу 
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Величина 
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Отметим некоторые дополнительные свойства 
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1. Мультипликативность. Для независимых переменных 
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где полунормы 
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2. Полунорма равновозможного состояния. Подставим в выражение полунормы
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определенной на фазовой области 
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, распределение равновозможного состояния
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и получим
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Таким образом, полунорма равновозможного состояния не зависит от числа 
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 и совпадает с распределением (4.2.7).

3. Полунорма и среднее значение. Используем величины
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и из неравенства Гёльдера (4.1.9) при 
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Минимальное среднее значение случайной физической величины
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определяется при 
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которая обладает всеми перечисленными свойствами для 
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Предопределяя дальнейшие результаты, отметим, что величина 
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-информация различия Реньи [113].


4. Взаимосвязь полунорм. Подставим в (4.2.12) распределение равновозможного состояния (4.2.7) и получим следующее равенство
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Для взаимосвязи полунорм при замене распределений 
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5. Полунорма частного распределения. При 
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для совместного распределения 
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Используем выражение полунормы частного распределения
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и из (4.2.17) получим
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Наконец выпишем выражения полунорм в других важных случаях
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4.3. НЕРАВЕНСТВО ГЁЛЬДЕРА.                                                                                                         ЭНТРОПИЯ И ИНФОРМАЦИЯ РАЗЛИЧИЯ ТСАЛЛИСА


Развиваемая статистическая модель неэкстенсивных систем позволяет на основе определения полунормы физической величины в q-пространстве дать статистический вывод энтропии Тсаллиса. Отметим работы [91, 109], в которых используется полунорма распределения и неравенство Соболева для исследования свойства выпуклости энтропии Тсаллиса. 

Итак, запишем неравенство Гёльдера
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для конечных значений
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Здесь 
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Минимальное состояние в (4.3.1) достигается при выполнении условия
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где значение коэффициента
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С учетом (4.3.5) условие (4.3.4) примет следующий вид 
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Пусть величины 
[image: image229.wmf]1

T

 и 
[image: image230.wmf]2

T

 равняются


[image: image231.wmf]p

T

=

1

, 
[image: image232.wmf]1

2

1

-

ú

û

ù

ê

ë

é

¢

+

=

T

q

q

T

.                           (4.3.7)

Тогда, используя (4.3.4), получим
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Из (4.3.8) следует соотношение
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Рассмотрим случай с 
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Среднее значение величины (4.3.10)
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При 
[image: image239.wmf]1
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 выражение (4.3.11) совпадает с энтропией Тсаллиса
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Умножим микроскопическую энтропию
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на произвольную физическую величину 
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Из (4.3.14) следует, что среднее значение произвольной величины 
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Взаимосвязь экстремального значения полунормы с энтропией Тсаллиса определяется равенством
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Далее положим, что 
[image: image250.wmf](

)

(

)

[

]

0

0

1

:

p

p

i

p

s

k

T

r

q

r

q

-

=

-

 есть разность между безразмерными микроскопической энтропией и микроскопической информацией различия. Тогда из (4.3.9) имеем выражения
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и соответствующее среднее значение
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При 
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 из (4.3.18) вытекает информация различия Тсаллиса [122]


[image: image254.wmf](

)

[

]

ò

-

-

-

=

dX

p

p

q

p

p

I

q

q

q

1

0

1

1

1

:

,                  (4.3.19)

которая связана с полунормой равенством


[image: image255.wmf](

)

(

)

[

]

(

)

1

1

0

1

0

1

:

1

1

-

-

-

-

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

q

q

q

p

p

I

q

k

p

p

N

.              (4.3.20)


В главе 7 групповым методом доказывается выбор функции 
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 в виде зависимости (4.3.7).

4.4. ПРИНЦИП МИНИМУМА ПОЛУНОРМЫ


Рассмотрим вариационный принцип минимума полунормы. Минимизируем значение полунормы
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при дополнительных условиях заданности среднего значения 

микроскопической энтропии и сохранении нормировки
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Согласно вариационному принципу, определим функционал 


[image: image260.wmf][

]

(

)

ò

ò

ò

-

+

=

-

pdX

k

dX

p

s

dX

p

k

L

q

q

q

q

t

a

1

1

,              (4.4.3)

где 
[image: image261.wmf]a

 и 
[image: image262.wmf]t

 есть множители Лагранжа. Используя равенство
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получим
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Поскольку 
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 и 
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 имеют произвольные значения, то 
[image: image268.wmf](

)

g

t

a

=

-

=

1

q

q

. Тогда из (4.4.5) вытекает распределение


[image: image269.wmf](

)

[

]

(

)

q

q

s

q

k

p

-

-

-

-

=

1

1

1

1

1

                         (4.4.6)

и выражение микроскопической энтропии
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Усредняя (4.4.7), получим энтропию Тсаллиса


[image: image271.wmf](

)

(

)

ò

ò

-

-

=

=

dX

p

q

k

dX

p

s

p

S

q

q

q

q

1

1

.                 (4.4.8)


Далее минимизируем значение полунормы
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при дополнительных условиях заданности среднего значения микроскопической информации различия и сохранении нормировки
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Определим функционал
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с множителями Лагранжа 
[image: image276.wmf]a
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 и приравниваем его первую вариацию нулю. Тогда из равенства 
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получим 
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Полагая 
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Среднее ее значение дает информацию различия Тсаллиса
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4.5. ТИПЫ q-ЭНТРОПИЙ И q-ИНФОРМАЦИЙ РАЗЛИЧИЯ


Пусть общая система состоит из двух независимых подсистем. Определим значения полунорм соответствующих распределений
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Энтропия каждой системы является функцией полунормы этой системы, то есть 
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Рассмотрим четыре закона взаимосвязи энтропий (4.5.3), которые определяют соответствующие группы и типы q-энтропий.


Тип 1. Рассмотрим случай, когда выполняется групповое свойство аддитивности для энтропий
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Тогда, дифференцируя (4.5.2) и учитывая равенства 
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получим уравнение 


[image: image296.wmf]l

=

=

=

2

2

1

1

ln

ln

ln

dS

N

d

dS

N

d

dS

N

d

.                (4.5.6) 

Здесь 
[image: image297.wmf]l

 есть произвольная постоянная, которая может зависеть от числа 
[image: image298.wmf]q
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Интегрируем (4.5.6) и находим энтропию
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С использованием выражения (4.5.1) из (4.5.7) вытекает
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Выберем значение постоянной 
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 , тогда (4.5.8) равняется энтропии Реньи [113]
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Для подсистем имеем аналогичные выражения.


Тип 2. Для энтропий выполняется следующее групповое свойство псевдоаддитивности
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где безразмерный параметр 
[image: image304.wmf]e

 может зависеть от числа 
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. Перепишем (4.5.10) в следующем виде 
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 EMBED Equation.3  [image: image307.wmf](
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После дифференцирования (4.5.2) с использованием (4.5.11) имеем уравнение 
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Интегрируем (4.5.12) и получим
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При 
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 из (4.5.13) вытекают энтропии Тсаллиса [120] и Шарма-Миттала [115]
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Тип 3. Используем следующее групповое свойство псевдоаддитивности
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которое запишем так
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В этом случае получим дифференциальное уравнение
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решением которого является энтропия
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Используя вышеприведенные значения параметров окончательно получим из (4.5.18) следующие выражения
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Тип 4. Рассмотрим следующее групповое свойство псевдоаддитивности
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которое является комбинацией свойств в типах 2 и 3. Из (4.5.20) имеем значение общей энтропии
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Аналогично из (4.5.23) вытекают следующие значения новых энтропий
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Далее определим следующие значения полунорм
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4. 
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Окончательно получим четыре типа 
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4. 
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В пределе 
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Приведенные групповые свойства аддитивности и псевдоаддитивности в множествах элементов из 
[image: image353.wmf]q

-энтропий и 
[image: image354.wmf]q

-ин-формаций различия определяют бинарную операцию для пар элементов. Аналогично, свойство мультипликативности есть бинарная операция для двух полунорм в соответствующей группе.


Таким образом, используя групповые свойства 
[image: image355.wmf]q

-энтропий и 
[image: image356.wmf]q

-информаций различия строго доказано, что существует только четыре типа одно- и двух параметрических мер беспорядка и порядка.В работе [116] рассматриваются свойства q-информации различия Шарма-Миттала (4.5.27) из типа 2. Другие выражения (более 30) q-фун-кционалов даются в [118, 119]. В главе 7 выводятся и доказываются в общем виде групповые свойства рассматриваемых величин и показано, что свойства определяют абелеву группу.
4.6. ПАРАМЕТРИЗОВАННОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ. 

ЭНТРОПИЯ РЕНЬИ


Рассмотрим спонтанный переход между состояниями 
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 системы, который характеризуется информацией различия Кульбака 
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c соответствующими значениями энтропий Больцмана-Гиббса-Шеннона и нормировками 
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Энтропия и информация различия определяют, соответственно, количественную меру статистической разупорядоченности и упорядоченности при спонтанных и вынужденных переходах между микросостояниями системы. 

Минимизируем информацию различия при фиксированном 
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 и выполнении дополнительных условий о заданности среднего значения микроскопической энтропии 
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где 
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получим параметризованное распределение


[image: image371.wmf](

)

q

Γ

p

f

q

1

-

=

,  
[image: image372.wmf](

)

dX

p

q

Γ

q

ò

=

,   
                 (4.6.5)

которое использовалось в теории самоорганизации открытых систем (Глава 2) и в термодинамике хаотических [62] и неэкстенсивных систем [96, 126, 124, 129].

Распределение (4.6.5) также максимизирует энтропию Больцмана-Гиббса-Шеннона (4.6.2) при указанных дополнительных условиях. Для доказательства используем вариационный метод и находим безусловный экстремум следующего функционала
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Варьируем функционал и, используя равенство
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получим распределение
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которое с учетом нормировки (4.6.2) совпадает с выражением (4.6.5).


Подставляя распределение (4.6.5) в (4.6.1) и (4.6.2), получим экстремальные значения информации различия и энтропии
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Для переходов между состояниями 
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 и 
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 справедливы следующие соотношения
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Здесь введена энтропия Реньи для непрерывных величин [113] 
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которая вместе с энтропией (4.6.2) зависит от действительного параметра 
[image: image384.wmf]q

, изменяющегося в области допустимых значений. В пределе 
[image: image385.wmf]1

®

q

 имеем равенство энтропий Реньи с энтропией Больцмана-Гиббса-Шеннона
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Учитываем условие выпуклости для информаций различия 
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 и получим из (4.6.11) неравенство 
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в области 
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В области 
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Дифференцируя соотношение (4.6.11) для информации различия 
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которые вместе с (4.6.11) дают взаимосвязь энтропии Реньи с известными физическими величинами на макроскопическом уровне описания.


Рассмотрим основные свойства энтропии Реньи.

1. Аддитивность. Пусть 
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Независимость двух систем определяется соотношением 
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. Тогда из (4.6.17) получим закон аддитивности энтропий для двух независимых систем


[image: image404.wmf](

)

(

)

(

)

2

1

12

p

S

p

S

p

S

q

q

q

+

=

,                      (4.6.18)

где 
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2. Выпуклость. Энтропия равновозможного состояния. Функционал 
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и из равенства 
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Экстремальное значение энтропии Реньи
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не зависит от 
[image: image416.wmf]q

 и совпадает с соответствующим значением энтропии Больцмана-Гиббса-Шеннона (1.5.17). 


Для второй вариации имеем неравенство 
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3. Микроскопическое отклонение. Рассмотрим микроскопические энтропии Больцмана-Гиббса-Шеннона 
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где ясно проявляется связь между отклонениями величин 
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4. Связь с полунормой. Рассмотрим выражение функции (4.1.5) для значения 
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Тогда распределение (4.6.5) и энтропия Реньи (4.6.12) запишутся в новом эквивалентном виде 
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а из (4.1.17) вытекает строгое неравенство 
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4.7. ЭКСТРЕМУМ ЭНТРОПИИ РЕНЬИ. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТСАЛЛИСА


Определение энтропии Тсаллиса сводится к задаче на безусловный экстремум энтропии Реньи при заданности среднего значения и сохранении нормировки 
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где 
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Из условия равенства нулю первой вариации функционала 
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получим 
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Так как 
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 и 
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 имеют произвольные значения, то положим 
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Тогда из (4.7.4) получим выражение микроскопической энтропии
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среднее значение которой совпадает с энтропией Тсаллиса [120]
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Взаимосвязь экстремального значения энтропии Реньи с энтропией Тсаллиса определяется равенством 
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Рассмотрим основные свойства энтропии Тсаллиса. 


1. Псевдоаддитивность. Пусть общая система характеризуется нормированным распределением вероятностей микросостояний 
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Для двух независимых систем справедливо соотношение 
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получим равенство 
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из которого следует свойство псевдоаддитивности 
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энтропии Тсаллиса для двух независимых систем. Системы со свойствами псевдоаддитивности для любых термодинамических величин характеризуют неэкстенсивные системы. Параметр 
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 в (4.7.11) определяет, соответственно, степень неэкстенсивности систем. При 
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Свойство псевдоаддитивности обобщается на случай 
[image: image459.wmf]m

 независимых систем следующим образом. Учитываем закон аддитивности 
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где энтропии 
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и распределение
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Тогда получим искомое равенство для энтропий Тсаллиса при 
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Для зависимых систем имеем соотношения
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где нормированные распределения
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и 
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для совместного распределения величин. Условная энтропия определяется следующим образом
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Если 
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2. Выпуклость. Энтропия равновозможного состояния. Функционал 
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и из равенства 
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Экстремальное значение энтропии Тсаллиса
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зависит от значения 
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 и при 
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совпадающий с энтропией Больцмана-Гиббса-Шеннона равновозможного состояния.

3. Связь с полунормой. Используем выражение полунормы
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и получим значение энтропии Тсаллиса
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Для исследования процессов самораспада и самоорганизации необходимы определения 
[image: image493.wmf]q

-информаций различия, которые дают представление о степени разупорядоченности микросостояний при переходах между состояниями системы. Поэтому в следующих двух параграфах приводятся основные свойства аддитивной информации различия и информации различия Тсаллиса.

4.8. ОБОБЩЕННОЕ ПАРАМЕТРИЗОВАННОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ. 

ИНФОРМАЦИЯ РАЗЛИЧИЯ РЕНЬИ


Рассмотрим минимум информации различия Кульбака 
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при заданности среднего значения микроскопической информации различия 
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получим обобщенное параметризованное распределение [24, 26, 31]
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В интервале 
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Справедливы следующие макроскопические соотношения для экстремального состояния
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В (4.8.7) введена аддитивная 
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-информация различия Реньи [113]
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которая, как 
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Из (4.8.5) вытекает неравенство 
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в области 
[image: image526.wmf]1

0

<

<

q

. При значениях 
[image: image527.wmf]0

>

q

 находим


[image: image528.wmf](

)

(

)

(

)

0

0

0

:

:

:

p

p

I

p

p

I

p

f

I

q

<

<

.                    (4.8.11)

В области 
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Дифференциальные соотношения для информаций различия имеют вид 
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Рассмотрим основные свойства информации различия 
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1. Аддитивность. Пусть общая система, состоящая из двух систем, характеризуется распределениями вероятностей 
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В случае независимости двух систем имеем равенства 
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где информации различия отдельных систем 
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2. Выпуклость. Функционал 
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Докажем свойство выпуклости при 
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Рассмотрим 
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которое доказывает положительность функционала
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Знак равенства имеем при 
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3. Равновозможное состояние с 
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Из условия выпуклости имеем 
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4. Расхождение. Сумма информаций различия 
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которое представляет собой симметричную функцию 
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5. Микроскопическое отклонение. Рассмотрим микроскопические информации различия 
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которая не имеет микроскопического аналога. Используя выражение (4.8.19), запишем обобщенное параметризованное распределение (4.8.4) в виде 
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6. Связь с полунормой. Рассмотрим выражение функционала (4.1.5) при значениях 
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Используем (4.8.25) и перепишем распределение (4.8.4) и аддитивную информацию различия (4.8.8) в виде 
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4.9. ЭКСТРЕМУМ ИНФОРМАЦИИ РАЗЛИЧИЯ РЕНЬИ. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТСАЛЛИСА 

Рассмотрим вариационный вывод информации различия Тсаллиса. Ищем безусловный экстремум аддитивной информации различия при условиях заданности среднего значения микроскопической информации различия 
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Согласно вариационному принципу, определим функционал
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где 
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, 
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 есть множители Лагранжа. Приравнивая нулю первую вариацию функционала 
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получим равенство 
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Поскольку 
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 и 
[image: image601.wmf]t
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Из (4.9.5) вытекает значение микроскопической информации различия
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как разности микроскопических энтропий. 


Среднее значение есть информация различия Тсаллиса
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которая связана с экстремальным значением аддитивной информации различия выражением
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Рассмотрим основные свойства информации различия Тсаллиса.


1. Псевдоаддитивность. Пусть общая система характеризуется нормированными распределениями вероятностей 
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Для двух независимых систем справедливы соотношения 
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получим следующее равенство
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Из (4.9.11) вытекает свойство псевдоаадитивности 
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информации Тсаллиса для двух независимых систем, где параметр 
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Обобщим свойство псевдоаддитивности на случай 
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 независимых систем. Учитываем закон аддитивности 
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где информации различия
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и распределения 
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В итоге получим следующее равенство для информаций различия Тсаллиса при 
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Для зависимых систем имеем распределения
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 (4.9.19)
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и соответствующие микроскопические энтропии и информации различия
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Информация различия Тсаллиса для перехода между состояниями с совместными распределениями имеет вид
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где условная информация различия
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При 
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Для зависимых систем с распределениями
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получим меру информации
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в одной системе относительно другой. Выражение (4.9.28) было определено феноменологическим путем в работе [78, 87] и использовалось в теории передачи сигнала по каналам связи.


2. Выпуклость. Функционал 
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3. Равновозможное состояние с 
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а из свойства 2 вытекает
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4. Расхождение. Сумма информаций различия Тсаллиса 
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[image: image656.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

.

2

1

1

1

2

  

          

:

:

:

1

0

1

0

0

0

0

ú

û

ù

ê

ë

é

+

-

-

=

=

+

=

ò

-

-

dX

p

p

p

p

q

k

p

p

I

p

p

I

p

p

J

q

q

q

q

q

q

q

                  (4.9.31)

При 
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 из (4.9.31) следует традиционная форма расхождения 
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5. Информация по Фишеру. Рассмотрим параметрическое распределение 
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где члены выше второго порядка пренебрегаются.


Величина 
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есть мера количества информации по Фишеру о величине 
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 в математической статистике [30, 31, 40].


В случае изменения многомерного параметра 
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где
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есть фундаментальная информационная матрица Фишера.


При 
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) информация различия Тсаллиса представляет собой квадратичную форму, которая определена положительно (отрицательно).


6. Связь с полунормой. Используем значение полунормы 
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и запишем информацию Тсаллиса в виде 
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7. Информационное расстояние. Определим величину 
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. Для информационного расстояния 
[image: image676.wmf]d

 не выполняется неравенство треугольника. Однако имеет место несимметричный аналог теоремы Пифагора
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если выполняется равенство
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В заключение отметим, что важное место в полученных результатах, помимо основных свойств 
[image: image679.wmf]q

-энтропий и 
[image: image680.wmf]q

-информаций различия, имеют дифференциальные соотношения
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где 
[image: image683.wmf]q

¢

 есть сопряженный к 
[image: image684.wmf]q

 параметр. Они могут быть применены в теории неэкстенсивных систем фрактальной природы.

4.10. ФЛУКТУАЦИИ НЕРАВНОВЕСНОЙ МИКРОСКОПИЧЕСКОЙ 

ЭНТРОПИИ И ИНФОРМАЦИИ РАЗЛИЧИЯ 


Рассмотрим произвольное неравновесное состояние неэкстенсивной системой, которое характеризуется распределением 
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и запишем ее флуктуацию
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среднее значение
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Используя (4.10.2), получим
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в котором взаимосвязаны микроскопическая и макроскопическая энтропии с флуктуацией микроскопической энтропии. Из (4.10.4) вытекает следующее соотношение для среднего значения
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При 
[image: image691.wmf]1
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q

 из (4.10.5) имеем формулу
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которая совпадает с известным выражением (1.5.15) для энтропии Гиббса-Больцмана-Шеннона в статистической модели Гиббса. 


Для произвольной физической величины 
[image: image694.wmf]T

 и ее флуктуации
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справедлива следующая формула
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которая при 
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Далее рассмотрим переход между произвольными состояниями 
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, который характеризуется микроскопической информацией различия 
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Флуктуация микроскопической информации различия и ее среднее значение имеют вид 
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После преобразований получим равенство 
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из которого вытекает искомое соотношение для среднего значения 
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При 
[image: image706.wmf]1
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 из (4.10.13) получим 
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Выражение (4.10.14) совпадает с информацией различия Кульбака.


Выразим информацию различия Тсаллиса (4.10.11) через флуктуацию 
[image: image708.wmf](
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 и энтропию Тсаллиса (4.10.3) в общем виде. Для чего перепишем (4.10.9) следующим образом 
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Усредняя (4.10.15), получим выражение

 
[image: image710.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

(

)

[

]

(

)

(

)

0

1

0

0

0

1

1

:

p

S

q

k

dX

p

p

s

p

S

p

S

p

p

I

q

q

q

q

q

q

q

-

+

D

+

-

-

=

-

ò

,     (4.10.16)

которое отличается от соответствующей формулы (1.6.23) статистической теории экстенсивных систем дополнительным множителем 
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, зависящим от энтропии Тсаллиса конечного состояния системы.


В заключение находим значение флуктуации микроскопической информации различия 
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где в отличие от значения (1.6.21) имеем дополнительное слагаемое в виде произведения информации различия и энтропии Тсаллиса конечного состояния системы.


Отметим, что информация различия Тсаллиса, записанная в виде (4.10.16), имеет общий вид и может быть использована при рассмотрении самоорганизации хаотических неэкстенсивных систем.  

4.11. ПОЛУНОРМЫ И МУЛЬТИФРАКТАЛЬНЫЕ МЕРЫ

Теперь обратимся к применению развиваемого подхода к исследованиям по нелинейной динамике хаотических систем. В работах [46, 62, 72, 73, 75, 92–94] используется q-энтропия Реньи, а в [63, 80] – энтропия Тсаллиса для дискретных распределений вероятностей. 


Рассмотрим переход между состояниями системы с распределениями вероятностей 
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где 
[image: image716.wmf]m

 есть число возможных микросостояний системы.


Находим распределение, минимизирующее функционал (4.11.1) при фиксированных распределениях 
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 и 
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для чего введем неопределенные множители Лагранжа 
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[image: image724.wmf]t

и, согласно вариационному методу, исследуем безусловный экстремум функционала
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Варьируем функционал и, используя равенство 
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получим искомое распределение
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которое после нормировки примет вид
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Здесь определена величина
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в которой 
[image: image731.wmf]q

 и 
[image: image732.wmf]t

 есть действительные числа, меняющиеся в пределах допустимых значений.


Подставим распределение (4.11.6) в выражения информаций различия и расхождения
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и после преобразований имеем следующие соотношения
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В (4.11.9) введены нестандартные информации различия 
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и двухпараметрическая 
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Далее рассмотрим множество 
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, которое разложим на счетное число подмножеств 
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. Тогда в теории мультифракталов вводится, так называемая, статистическая сумма [73]
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где число состояний 
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Обобщением меры Хаусдорфа на случай мультфракталов есть величина
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Для каждого 
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которая при 
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Эти сведения из теории фракталов позволяют по-новому осмыслить полученные результаты. Так, рассмотрим равновозможное распределение 
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Введем информационную размерность мультифракталов
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Из (4.11.16) получим сумму 
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где 
[image: image772.wmf]q
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 есть обобщенная размерность Реньи, а 
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 совпадает с размерностью мультифракталов, приведенной в работе [75].
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Здесь важную роль играет статистическая сумма (4.11.12), которая связана с полунормой следующей зависимостью
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Полунорма определяется для физической величины 
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4.12. ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ ИНФОРМАЦИИ РАЗЛИЧИЯ 


Рассмотрим свойства двухпараметрической информации различия
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при переходе между состояниями системы с распределениями 
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 есть вещественные числа, лежащие в допустимых пределах изменений.


Находим экстремум функционала (4.12.1) при дополнительных условиях заданности среднего значения дискретной микроскопической информации различия и сохранения нормировки
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Умножим (4.12.2), соответственно, на множители Лагранжа 
[image: image786.wmf]a

 и 
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 и приравняем нулю первую вариацию функционала
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Тогда получим равенство
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которое при 
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Из (4.12.5) находим микроскопическую информацию различия
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среднее значение которой равняется
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Взаимосвязь функционалов (4.12.1) и (4.12.7) выражается формулой
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Рассмотрим основные свойства двухпараметрических информаций различия.


1. Связь с полунормой. Используем значение полунормы
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и запишем двухпараметрические информации различия в виде
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2. Аддитивность и псевдоаддитивность. Используем условие мультипликативности для полунормы
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Здесь 
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и псевдоаддитивности
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3. Нестандартная информация различия. Пусть в пределе 
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. Тогда имеем новую, нестандартную логарифмическую меру информации различия
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которая при 
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 совпадает с традиционной информацией различия Кульбака
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4. Выпуклость. Рассмотрим величины


[image: image812.wmf]q

D

i

i

i

q

p

a

=

,  
[image: image813.wmf]1

1

1

-

-

=

-

q

a

b

q

i

i

                     (4.12.17)

и при 
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где введена энтропия Тсаллиса
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Так как функционал (4.12.20) имеет положительное значение, то из (4.12.19) окончательно получим
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Аналогично находим
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5. Равновозможное состояние с 
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[image: image833.wmf](

)

p

S

S

q

p

q

k

I

q

m

i

m

i

q

i

q

-

=

-

=

-

=

å

t

t

1

,

ln

1

,             (4.12.24)


[image: image834.wmf](

)

[

]

p

S

S

m

q

p

q

k

I

q

m

i

m

i

q

i

q

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

-

=

å

t

t

t

1

,

1

1

,       (4.12.25)

где энтропии равновозможных состояний равняются 
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Из (4.12.24) вытекает, что энтропия Реньи меньше (больше), чем энтропия равновозможного состояния  при 
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). Аналогичное заключение следует и для энтропии Тсаллиса. 


6. Микроскопическое отклонение. Введем нестандартные микроскопические информации различия  
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Логарифмируем распределение (4.11.6) и после преобразований имеем равенство 
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которое отражает связь отклонений нестандартных микроскопических информаций различия от двухпараметрической информации различия, которая не имеет микроскопического аналога.
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