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Глава 2

ПЕРЕХОДЫ БЕСПОРЯДОК–ПОРЯДОК


Общие понятия рассматриваемой статистической модели были введены в главе 1. Теперь же приступим к изучению важного вопроса переходов между состояниями экстенсивной системы. Наиболее полное изложение полученных автором результатов в этом направлении [12, 14, 16, 18 – 22, 24, 135,136] приводится в монографии [25]. Главной линией настоящего компактного изложения является единый теоретико-информационный подход к описанию спонтанных и вынужденных переходов системы. При переходах происходят изменения мер беспорядка и порядка в микросостояниях, которые характеризуются логарифмической зависимостью от функции распределения. Меры, соответственно, определяются энтропией Больцмана-Гиббса-Шеннона и информацией различия Кульбака. Характер изменений их в эволюции системы позволяет сделать заключение о процессах самораспада и самоорганизации. Проблемам теории самоорганизации посвящены различные монографии [8, 28, 29, 36, 37, 39, 49, 50, 57].

2.1. МЕРА ГИББСА ДЛЯ РАВНОВЕСНЫХ СОСТОЯНИЙ


Рассмотрим кинетическое уравнение Лиувилля
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для классического ансамбля систем. Если функция распределения не зависит явно от времени, то она является стационарным решением, удовлетворяющим условию 
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В качестве стационарного решения можно взять любую нормированную функцию
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зависящую от гамильтониана 
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 консервативной системы частиц.


Стационарное решение характеризует равновесное состояние системы. Так для системы, находящейся в термостате имеем каноническое распределение 
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где 
[image: image6.wmf]b

 есть обратная температура, 
[image: image7.wmf]k

– постоянная Больцмана, а статистический интеграл
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Равновесное состояние системы, обменивающейся энергией и частицами, задается большим каноническим распределением
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с нормировкой
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и статистическим интегралом
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В случае переменного объема системы и постоянного числа частиц и давления имеем изобарически-изотермическое распределение
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В формулах (2.1.8) и (2.1.9) величины 
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 и 
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 есть числа частиц, давление, объем и химические потенциалы. 


Вычисляя энтропию Больцмана-Гиббса-Шеннона при помощи распределений (2.1.4), (2.1.6) и (2.1.9) легко получить дифференциальные уравнения для средних величин
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которые совпадают с соответствующими уравнениями равновесной термодинамики. Величина 
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 есть энергия системы, а 
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 – средний ее объем.
Аналогично задаются другие равновесные распределения так, чтобы дифференциальные уравнения для средних значений имели аналоги в феноменологической равновесной термодинамике. 


Равновесные состояния определяют вероятностные меры Гиббса. Например, для канонического распределения имеем меру
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которая дает вероятность обнаружить систему в объеме фазовой области 
[image: image23.wmf]G

. Если фазовая область занимает весь фазовый объем, то интегрирование производится по всем значениям импульсов и координат частиц.


Величины 
[image: image24.wmf]b

, 
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 и 
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 являются интенсивными переменными термодинамической системы, не зависящими от числа частиц и определяющими многомерный параметр 
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Средние значения в (2.1.10) – (2.1.12) есть экстенсивные термодинамические переменные, которые пропорциональны числу частиц. 

2.2. ОДНОРОДНОЕ СЕМЕЙСТВО МЕР В ПРОСТРАНСТВЕ 

ИНТЕНСИВНЫХ ПАРАМЕТРОВ


Пусть вероятностные меры 
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 принадлежат семейству мер одного и того же функционального вида, но различаются значениями одномерного или многомерного интенсивного параметра, который характеризует макроскопические свойства системы. Семейство однородно, т.е. 
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 абсолютно непрерывны одна относительно другой. Рассмотрим пространство интенсивных параметров – пространство всех допустимых параметрических точек. Тогда для двух точек 
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- мерном пространстве имеем распределения
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Переход между состояниями характеризуется информацией различия Кульбака [31]
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Рассмотрим близкие точки 
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 и 
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 пространства и разложим в ряд Тейлора по 
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Пренебрегая членами выше второго порядка в (2.2.3) и учитывая равенства
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получим предельное значение информации различия 
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есть положительно определенная корреляционная матрица производных микроскопической энтропии 
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 по параметрам. Для расхождения имеем значение 


[image: image48.wmf](

)

(

)

j

i

n

i

n

j

ij

k

I

J

dq

dq

dq

q

q

dq

q

q

å

å

=

+

=

+

Γ

1

:

2

:

.        (2.2.7)

Матрица 
[image: image49.wmf]ij
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 является фундаментальной информационной матрицей Фишера в математической статистике [30, 31, 40, 84].


В случае изменения одномерного параметра получим следующие соотношения
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Величина 
[image: image53.wmf]qq
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 есть количество информации по Фишеру о величине в теории параметрического оценивания. Например, при переходе между состояниями равновесной системы, описываемыми каноническими распределениями (2.1.4), получим из (2.22.8) следующее значение информации различия 
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где величина 
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есть дисперсия гамильтониана системы. 

2.3. ПРИНЦИП МАКСИМУМА ЭНТРОПИИ                                                                                                  БОЛЬЦМАНА-ГИББСА-ШЕННОНА

Принцип максимума энтропии был сформулирован Дж.В.Гибб-сом [7]. У.Т.Джайнес [77] рассмотрел этот принцип в общем виде, Д.Н.Зубарев [27] распространил его на неравновесные состояния системы, а Г.Хакен [49, 50], Ю.Л.Климонтович [28, 29] и автор [25] использовали в теории самоорганизации.


Рассмотрим случай экстремума энтропии при сохранении нормировки распределения. Чтобы найти вероятное распределение необходимо вычислить безусловный экстремум функционала
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где 
[image: image57.wmf](
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– неопределенный множитель Лагранжа.


Из условия равенства нулю первой вариации функционала 
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следует 
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. Учитывая условие нормировки, находим равновозможное распределение 
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и соответствующее значение энтропии 
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Выражения (2.3.3) и (2.3.4) совпадают с формулами (1.5.16) и (1.5.17).


Пусть из экспериментов известно значение средней энергии 
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где 
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– функция Гамильтона. Тогда задача сводится к нахождению безусловного экстремума следующего функционала
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где 
[image: image65.wmf]b

 и 
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 есть множители Лагранжа.


Из условия 
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вытекает распределение с параметром 
[image: image68.wmf]b
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где статистический интеграл


[image: image70.wmf](

)

(

)

{

}

ò

-

-

=

dX

X

H

k

Z

b

b

1

exp


имеет следующие свойства
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Параметр 
[image: image73.wmf]b

 меняется в пределах допустимых значений. Производная микроскопической энтропии равняется флуктуации гамильтониана
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Для распределения (2.3.8) величина энтропии равняется 
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Дифференцируем (2.3.11) и используем выражение для энергии (2.3.9). В итоге сопоставления равенства 
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 с уравнением (2.1.10) вытекает значение множителя Лагранжа
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и распределение (2.3.8) совпадает с каноническим распределением Гиббса
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где 
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 – свободная энергия системы и 
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 – обратная температура.


Находим вторую вариацию функционалов (2.3.1) и (2.3.6) и получим
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Неравенство (2.3.14) указывает, что экстремум соответствует максимуму рассматриваемого функционала. Таким образом, имеем распределения (2.3.3) и (2.3.8), которые максимизируют энтропию Больцмана-Гиббса-Шеннона. 

2.4. СООТНОШЕНИЕ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ ДЛЯ                                                                                                        РАВНОВЕСНОГО СОСТОЯНИЯ.  УРАВНЕНИЕ БЛОХА
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где значения 
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 меняются в пределах 
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Находим экстремум функционала из равенства 
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Подставим значение 
[image: image93.wmf]l

 в (2.4.1) и получим соотношение неопределенностей в виде неравенства Шварца
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где для квадратичной корреляции имеем равенство [10,30]
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Неравенство (2.4.4) для двух совместно измеряемых величин 
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с коэффициентом корреляции
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Состояние с минимальной неопределенностью при 
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[image: image100.wmf](

)

0

=

¶

¶

-

D

b

l

p

s

T

,                                2.4.8)

где 
[image: image101.wmf]l

 может зависеть от параметра 
[image: image102.wmf]b

.


Из (2.4.5) находим нижнюю грань дисперсии производной микроскопической энтропии по параметру
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Рассмотрим случай, когда величины 
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 и 
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 не зависят от параметра 
[image: image106.wmf]b

. Переопределяя параметр 
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Из (2.4.9) вытекает равенство 


[image: image109.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

1

2

min

-

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

=

ú

û

ù

ê

ë

é

¶

¶

T

T

k

p

s

D

E

D

b

b

,               (2.4.10)

а решением уравнения 


[image: image110.wmf](

)

p

T

p

k

D

=

¶

¶

-

b

                                (2.4.11)

является распределение
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где
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Здесь 
[image: image113.wmf]b

 есть параметр, который изменяется в интервале допустимых значений. Выражение (2.4.12) представляет собой семейство экспотенциальных распределений одного и того же функционального вида, отличающихся значениями параметра 
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Функция 
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Для энтропии и дисперсии величины 
[image: image118.wmf]T

 получим следующие выражения
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Дифференцируем выражения энтропии (2.4.14) и с учетом (2.4.13) получим уравнение
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которое совпадает с уравнением равновесной термодинамики (2.1.10) при 
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Тогда из (2.1.12) вытекает каноническое распределение Гиббса
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где свободная энергия
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и статистический интеграл
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С помощью статистического интеграла легко найти все равновесные термодинамические величины 
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Рассмотрим случай квантового ансамбля систем. Положительно определенным функционалом является 
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где 
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 – оператор плотности. Экстремум функционала дает соотношение неопределенностей
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где дисперсии
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и квадратичная корреляция
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Гамильтониан и оператор плотности являются коммутирующими операторами.


Минимальная неопределенность в (2.4.22) достигается при условии
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где принимается 
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 для соответствия с макроскопическими уравнениями равновесий термодинамики (2.4.16). Из (2.4.25) вытекает уравнение для оператора плотности
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Запишем оператор 
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 в виде
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Здесь 
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 есть ненормированный оператор и F – свободная энергия. Подставим (2.4.27) в (2.4.26) и, используя соотношение 
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Таким образом, оператор плотности равновесного состояния определяется посредством 
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 находим свободную энергию


[image: image147.wmf]r

b

¢

=

-

Sp

e

F

.                                   (2.4.29)

Уравнение (2.4.28) называется уравнением Блоха в статистической квантовой механике. В координатном представлении оно запишется в виде [47]
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Оператор H действует на переменную x в 
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Используем гамильтониан
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для частицы с потенциальной энергией 
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Решения уравнения (2.4.33) позволяют находить квантомеханические поправки к классическим значениям термодинамических величин.
2.5. МНОГОМЕРНОЕ РАВНОВЕСНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ.

УСЛОВИЯ УСТОЙЧИВОСТИ

Теперь обобщим полученные результаты на случай распределения с многомерным параметром. Рассмотрим распределение 
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где 
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 – микроскопическая энтропия, 
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Введем ковариационные матрицы


[image: image164.wmf](

)

j

i

ij

T

T

T

D

D

=

=

E

T

, 
[image: image165.wmf](

)

(

)

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

=

=

j

i

ij

p

s

p

s

q

q

E

Γ

Γ

,


[image: image166.wmf](

)

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

D

¶

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

D

=

=

j

i

j

i

ij

T

k

p

s

T

A

q

q

E

E

A

                   (2.5.2)
и находим минимум функционала (2.5.1). В итоге получим исходное неравенство
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индекс 
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 означает транспонирование матрицы. Затем положим 
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Для нижней границы матрицы ковариаций произвольных величин 
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 имеем неравенство 
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При заданных величинах 
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Состояние с минимальной неопределенностью соответствует знаку равенства в (2.5.4), а распределение определяется из уравнения 
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Пусть величины 
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 не зависят от параметров 
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Положим 
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, что приводит к равенству 
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Так как 
[image: image184.wmf]i
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 есть произвольный вектор, то решением (2.5.8) является распределение 
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Для статистического интеграла
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имеем соотношения


[image: image187.wmf](

)

(

)

[

]

i

i

Z

k

T

q

q

¶

-

¶

=

ln

E

,  
[image: image188.wmf](

)

(

)

[

]

j

i

j

i

Z

k

T

T

q

q

q

¶

¶

-

¶

=

D

D

ln

2

E

.         (2.5.11)


Находим энтропию, зависящую от многомерного параметра
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и ее дифференциал
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Сопоставим (2.5.13) с общим уравнением равновесной термодинамики для систем с переменным числом частиц 
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где 
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и средние значения
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Используем преобразование Лежандра и из (2.5.13) получим термодинамическое равенство 
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Здесь введена функция Массье-Планка
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с помощью которой многомерное равновесное распределение (2.5.9) запишется в виде
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Равновесные значения экстенсивных переменных и энтропии определяются из формул
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Наконец, отметим, что статистические характеристики (2.5.11) являются основой для исследования устойчивости термодинамического равновесия макроскопических систем. Логарифмируем распределение (2.5.19) и находим флуктуацию микроскопической энтропии


[image: image204.wmf](

)

(

)

å

D

=

-

n

i

i

i

T

p

S

p

s

q

,                        (2.5.21)

которая линейно зависит от флуктуаций величин 
[image: image205.wmf]i
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Рассмотрим дисперсию микроскопической энтропии


[image: image206.wmf](

)

[

]

[

]

å

å

å

å

=

D

D

=

n

i

n

j

ij

j

i

n

i

n

j

j

i

j

i

T

T

T

p

s

q

q

q

q

E

D

,           (2.5.22)

где ковариационная матрица 
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 имеет следующий вид


[image: image208.wmf](

)

(

)

i

j

j

i

j

i

ij

T

T

T

q

q

q

q

¶

¶

=

¶

¶

=

¶

¶

F

¶

-

=

E

E

2

.                    (2.5.23)

Учтем положительность дисперсии в равенстве (2.5.22). Тогда последовательные главные миноры 
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Неравенства (2.5.24) составляют полную систему необходимых и достаточных условий термодинамического равновесия системы. Условия для 
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 получают обычно термодинамическим путем из неравенства 
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 для второй вариации макроскопической энтропии (см. на пример, [8]).


Здесь имеем строгое статистическое обоснование и, в частности, несложный расчет приводит при 
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2.6. ПРИНЦИП МИНИМУМА ИНФОРМАЦИИ                                                                                                                РАЗЛИЧИЯ КУЛЬБАКА


Принцип минимума различающей информации [31] играет важную роль в математической статистике и теории самоорганизации [26, 30, 31, 40]. 


Рассмотрим переход между состояниями системы, которые описываются распределениями 
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где 
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 есть неопределенный множитель Лагранжа, 
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Из условия
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получим распределение
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Используем условие нормировки распределения 
[image: image223.wmf](

)

X

f

 и получим наиболее вероятностное распределение 
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Таким образом, различающая информация достигает своего минимального значения 
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Пусть в результате наблюдения известны сведения о какой-либо средней величине
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Тогда имеем дополнительное ограничение на 
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где 
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 и 
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получим распределение
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где функция
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имеет следующие свойства
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Здесь 
[image: image237.wmf]t

 меняется в пределах допустимых значений. Для флуктуаций величины 
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Распределение (2.6.8) дает экстремальные значения информаций различия и расхождения 
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Из (2.6.5) имеем взаимооднозначное соответствие между средним значением 
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. Причем эти функции являются строго возрастающими функциями своих аргументов. 


Отметим некоторые свойства функции 
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2. Функция 
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Рассмотрим вторую вариацию функционала (2.6.6) и получим 


[image: image254.wmf]0

2

2

³

=

ò

dX

f

f

k

L

d

d

.                         (2.6.12)

Из (2.6.12) следует, что экстремум соответствует минимуму функционала. Таким образом, распределение (2.6.8) дает минимальные значения различающей информации и расхождения в (2.6.11). 
2.7. СПОНТАННЫЕ ПЕРЕХОДЫ И ТЕРМОДИНАМИКА                                                                                                        ИНФОРМАЦИОННЫХ ПРОЦЕССОВ                                                                                                     В НЕЗАМКНУТЫХ СИСТЕМАХ


Рассмотрим теорему о минимальной работе, совершаемой внешним окружением над открытой системой. Используем термодинамический подход. Пусть эта система представляет собой часть б(льшей замкнутой системы и находится с внешним окружением в неравновесном контакте. В окружении отсутствуют необратимые явления и ее температура 
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 не изменяются сколько-нибудь заметно и, следовательно, их можно считать постоянными. В состоянии частичного равновесия открытая система имеет температуру 
[image: image257.wmf]T
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. При спонтанном переходе к полному равновесию температура и давление равняются соответствующим величинам в окружении. Работа, совершаемая окружением над системой, затрачивается на изменение энергии окружения  
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Изменения термодинамических величин в окружении удовлетворяют закону термодинамики
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для систем в равновесном состоянии с заданным значением давления и числом частиц и переменным объемом.  Используем значение  
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В итоге из (2.7.1) получим 
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Здесь знак равенства соответствует обратимым явлениям в системе. При этом правая часть в (2.7.4) есть минимальная работа [32]
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Для бесконечно малого изменения  состояния системы из (2.7.4) вытекает следующая дифференциальная форма
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Здесь изменение работы 
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 есть функция процесса, а не состояния. Направление процесса при необратимых явлениях в системе указывается знаком неравенства.


Работа, выполняемая системой над окружением, имеет, очевидно, обратный знак и равняется  
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Для максимальной работы имеем, соответственно, равенство 
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Отметим, что минимальная работа связана с изменением полной энергии замкнутой системы (система+окружение) от своего наибольшего значения, если система неравновесна, выражением [32]
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Методы современной теории информации, разработанные на мере Кульбака, служат естественной основой для статистической интерпретации минимальной работы (2.7.5).


Рассмотрим спонтанный переход открытой системы от произвольного состояния с распределением 
[image: image276.wmf](
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Распределение (2.7.10) соответствует  полному равновесному контакту открытой системы с окружением, которое имеет давление 
[image: image278.wmf]0

p

 и температуру 
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Переход характеризуется физической информацией различия Кульбака
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Здесь, например, равновесные энтропия и энергия находятся по формулам 
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Для произвольных величин 
[image: image283.wmf]S

 и  
[image: image284.wmf]E

 в  (2.7.12) распределение 
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Из (2.7.11) следует, что выражение различающей информации связано со значением минимальной работы и изменением полной энергии для обратимых процессов равенством 
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Для бесконечно малых изменений имеем 
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Тогда из (2.7.6) получим основное термодинамическое дифференциальное уравнение для информационных процессов в незамкнутых системах [12, 25]
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описывающее изменения известных термодинамических величин и физической информации различия. 


Для необратимых информационных физических процессов равенство в (2.7.14) заменяется на 
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, а в (2.7.15) добавляется знак неравенства 
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Далее рассмотрим систему, которая находится в частичном равновесии с распределением 
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Данному состоянию соответствует уравнение равновесной термодинамики  
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Подставим (2.7.18) в основное уравнение  (2.7.16)  и получим 
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Неравенство в (2.7.19) описывает необратимые  процессы при контакте частично равновесной открытой системы с окружением. 


Обобщим результаты для спонтанного перехода открытой системы к равновесному состоянию с гиббсовым распределением 
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Здесь 
[image: image296.wmf]0
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 есть интенсивные переменные, характеризующие окружение, 
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[image: image299.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

å

ò

-

+

-

-

=

=

n

i

i

i

i

T

T

S

S

dX

X

p

X

p

X

p

k

I

0

0

0

0

ln

E

E

q

,     (2.7.21)

где 
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Дифференциальное уравнение (2.7.16) примет следующий вид
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Переходы между частичным и полным равновесием описываются уравнением 
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При установлении полного  равновесия с окружением система производит максимальную работу над окружением 
[image: image304.wmf]max
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, что может служить источником полезной работы. Изучим этот вопрос с теоретико-информационных позиций. 
2.8. ТЕОРЕМА ГИББСА И Н-ТЕОРЕМА. САМОРАСПАД 


Рассмотрим спонтанный переход между произвольным  состоянием открытой системы, описываемым функцией распределения 
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 и состоянием полного равновесия с каноническим распределением Гиббса
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Здесь 
[image: image308.wmf]F

 – свободная энергия  и  
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Информация различия имеет значение 
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с равенством тогда и только тогда, когда 
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[image: image312.wmf](

)

(

)

(

)

ò

-

=

=

dX

X

p

X

p

k

p

S

S

ln

,  
[image: image313.wmf](

)

(

)

(

)

ò

-

=

=

dX

X

p

X

p

k

p

S

S

0

0

0

0

ln

,  (2.8.3)


[image: image314.wmf](

)

(

)

ò

=

dX

X

p

X

H

E

,  
[image: image315.wmf](

)

(

)

ò

=

dX

X

p

X

H

E

0

0

.               (2.8.4)


Использование диаграммы энтропия-энергия придает простой и наглядный смысл информации различия. На рис.2.1 приведено геометрическое представление термодинамических величин [12, 25]. 


Кривая 
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, выполняемую системой над окружением. 


Сравним значения энтропий произвольного и полного равновесного состояний системы при одинаковых средних значениях энергии, что соответствует условию Гиббса 
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Перепишем (2.8.2) в следующем виде
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Так как информация различия есть знакоопределенный функционал, то из (2.8.6) следует теорема Гиббса о максимуме энтропии равновесного состояния 


[image: image330.wmf](

)

(

)

0

p

S

p

S

³

.                                     (2.8.7)


Таким образом, не прибегая к рассмотрению временной эволюции энтропии, можно определить изменения ее при переходах между различными состояниями системы. Причем энтропия приобретает свойства знакоопределенного функционала только при выполнении дополнительного условия постоянства средней энергии (2.8.5), что приводит к перенормировке распределения 
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Принцип максимума энтропии показывает, что при спонтанном переходе от произвольного неравновесного состояния к равновесному степень беспорядка системы увеличивается и при равновесии достигает максимального значения. 


Данный случай соответствует такой физической ситуации в термодинамике незамкнутых систем, когда в системе не происходит изменения энергии и объема 
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. Из (2.7.16) вытекает выражение негэнтропийного принципа Бриллюэна [4, 5] 
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обобщающего принцип Карно-Клаузиуса о возрастании энтропии для замкнутых систем
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При отсутствии изменения работы 
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 выполняется общий принцип уменьшения информации различия Кульбака
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Таким образом, взаимное изменение энтропии и физической информации различия сопровождается потерей упорядоченности микросостояний системы. Из (2.8.8) следует, что при необратимых явлениях увеличение энтропии  
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 больше, чем уменьшение различающей информации. Следовательно, происходит самораспад неравновесной системы и спонтанные переходы приведут в конце концов к полному равновесному состоянию незамкнутой системы с максимальным беспорядком в микросостояниях. 


Согласно Бриллюэну [4,5], изменение работы (2.7.14) для рассматриваемого случая на величину 
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В другом случае сравниваем значения средних энергий при одинаковых энтропиях
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Тогда из (2.7.8) следует выражение принципа минимума средней энергии в равновесном состоянии
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Диаграмма энтропия-энергия позволяет найти геометрическое представление коэффициенту полезного действия (КПД) преобразования энергии для обратимых процессов. Известно, что КПД преобразования энергии выражается отношением совершенной максимальной работы открытой системы к затраченной энергии в окружении
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Данное равенство представляет  собой  отношение  отрезков 
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, которое можно записать в виде  
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. Тогда КПД преобразования энергии выражается как отношение информации различия к изменению энтропии при переходе от произвольного состояния к равновесному
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С другой стороны, интерпретация неравенства (2.8.14) на микроскопическом уровне означает, что степень упорядоченности микросостояний открытой системы при спонтанном переходе системы меньше, чем изменение степени разупорядоченности. 


Информация различия Кульбака является знакоопределенной функцией Ляпунова. Поэтому, чтобы состояние полного равновесия было устойчивым, необходимо выполнение следующего неравенства для производной
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Из (2.8.15) следует закон временной эволюции энтропии (
[image: image346.wmf]H
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при приближении к состоянию полного равновесия. Происходит самораспад макроскопической системы при спонтанных переходах.


Переходим к исследованию вынужденных переходов системы, при которых могут быть процессы самоорганизации.
2.9. ВЫНУЖДЕННЫЕ ПЕРЕХОДЫ И                                                                                                                САМООРГАНИЗАЦИЯ. I- ТЕОРЕМА


Рассмотрим открытую систему, которая переходит в процессе эволюции ряд стационарных состояний, последовательно чередующихся при увеличении одного или нескольких управляющих параметров. Вынужденные переходы между состояниями изменяют известные термодинамические величины и физическую информацию различия, изменения которой определяют изменения упорядоченности в микросостояниях системы. Таким образом, только увеличение различающей информации будет точно свидетельствовать о наличии процесса самоорганизации в открытой системе. 
Пусть стационарное состояние открытой системы характеризуется на микроскопическом уровне распределением 
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Ю.Л.Климонтович [28] называет данное состояние физическим хаосом.


Нахождение распределения “полного равновесия” соответствует задаче на экстремум энтропии стационарного состояния при сохранении нормировки и заданности средней величины для 
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где 

  и 

 есть лагранжевы множители. В итоге из условия 
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получим искомое распределение
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Введем для множителя Лагранжа обозначение 
[image: image364.wmf](

)

1

0

-

=

kT

t

, где 
[image: image365.wmf]0

T

 есть эффективная температура. Тогда функция распределения “полного равновесия” имеет вид канонического распределения Гиббса
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Здесь 
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 есть эффективная свободная энергия.


Рассмотрим переход между исходным состоянием и состоянием  “полного равновесия”. Информация различия, характеризующая степень отклонения системы от “полного равновесия”, имеет значение
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где для энтропий и средних значений эффективной функции Гамильтона имеем
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Для выяснения степени упорядоченности в системе рассмотрим состояние “частичного равновесия”. Нахождение распределения “частичного равновесия” соответствует задаче минимизации физической информации различия  (2.9.5) при фиксированном 
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, сохранении нормировки и заданности среднего значения эффективной функции Гамильтона. Тогда варьируем функционал
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и из условия
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получим распределение “частичного равновесия”
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Минимум физической информации различия 
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соответствует отклонению системы от состояния “полного равновесия” 
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  до “частичного равновесия” 
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 со следующими выражениями для энтропии и эффективной функции Гамильтона
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Функция (2.9.10)  в точке  
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Аппроксимируем  
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и получим равенства 
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При 
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которому должна удовлетворять эффективная температура.


Минимум физической  информации различия для состояния с распределением “частичного равновесия” имеет вид 
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Полученные экстремальные свойства информации различия позволяют определить степень упорядоченности стационарных состояний. Введем величину 
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, которая определяет: насколько информация различия, соответствующая удалению от системы “полного равновесия” до исходного состояния больше, чем при удалении системы до “частичного равновесия”. Таким образом, изменение информации различия характеризует относительное  влияние различия состояний 
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Потребуем выполнения закона аддитивности для изменений полных энтропий замкнутой системы (система+окружение) при переходах
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при всех значениях управляющих параметров. Тогда используем взаимосвязь полных энтропий с информациями различия Кульбака. В итоге получим закон аддитивности 
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Это приводит к соотношению 
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, из которого вытекает равенство средних значений эффективной функции Гамильтона 
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Полученное равенство соответствует условию Гиббса для принципа максимальности энтропии. Это условие позволяет определить значение 
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 “частичного равновесия” перенормируются, согласно (2.9.18), к заданному значению (2.9.19).


Учитывая условия (2.9.18) и  (2.9.19) получим из (2.9.16) доказательство I- теоремы в виде  
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Отсюда следует, что при увеличении управляющих параметров происходит увеличение информации различия 
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- теорема) для вынужденных переходов открытой системы. Иначе говоря, имеем увеличение статистической упорядоченности и уменьшение разупорядоченности в микросостояниях открытой системы. Это указывает на процесс самоорганизации системы при вынужденном переходе к б(льшему порядку. При этом изменение энтропии   
[image: image416.wmf](

)

(

)

0

max

0

0

0

:

~

~

~

p

p

R

S

S

T

=

-

 фактически обусловлено работой по упорядоченности микросостояний системы. Здесь 
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 максимизирует при равенстве (2.9.18) и вышеприведенных условиях энтропию исходного состояния открытой системы. 


Закон аддитивности (2.9.18) строго дает условие Гиббса и носит общий характер. Когда данный закон не выполняется, то нельзя точно утверждать о принадлежности рассматриваемых процессов к числу самоорганизующихся. Также закон аддитивности приводит к равенству для расхождения 
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 в состоянии “частичного равновесия” системы. 

2.10. I-ТЕОРЕМА ДЛЯ КВАНТОВЫХ СИСТЕМ


     Рассмотрим вынужденные переходы для квантовых открытых систем [20, 24]. Стационарное состояние определяется оператором плотности 
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Пусть система характеризуется эффективным значением “оператора Гамильтона” 
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стационарного состояния системы при заданном среднем значении гамильтониана 
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и сохранении нормировки 
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Согласно вариационному принципу находим безусловный экстремум функционала
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где 
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 и 
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 есть лагранжевы множители. Из условия
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получим для состояния “полного равновесия” искомый оператор плотности 
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Выражение (2.10.6) имеет вид квантового канонического распределения Гиббса, в котором 
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      Перепишем (2.10.6) в виде 


[image: image438.wmf]þ

ý

ü

î

í

ì

-

=

0

0

0

0

exp

kT

H

F

r

,                               (2.10.7)

где 
[image: image439.wmf]0

F

– эффективная свободная энергия.


     Переход между исходным состояниям и состоянием “полного равновесия” характеризуется информацией различия 
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Здесь для энтропии в “полном равновесии” и средних значений эффективного гамильтониана имеем
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Данные определения дают квантовые обобщения энтропии Больцмана-Гиббса-Шеннона и информации различия Кульбака.


Минимизируем информацию различия (2.10.8) при фиксированном 
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 и выполнении дополнительных условий о заданности среднего значения “оператора Гамильтона” и сохранении нормировки для 
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. Согласно вариационному принципу, находим безусловный экстремум функционала 
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В итоге из условия   
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получим распределение “частичного равновесия”
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С учетом (2.10.6) имеем
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где параметр 
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     Используя распределения (2.10.6) и (2.10.12) получим значение минимума информации различия для состояния с оператором плотности “частичного равновесия”
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Аналогично находим информацию различия для перехода между состояниями 
[image: image459.wmf]r

 и 
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Потребуем выполнение известного закона аддитивности информаций различия
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при всех значениях управляющих параметров и получим в итоге доказательство 
[image: image463.wmf]I

– теоремы
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     При этом имеем условие
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для определения 
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 находится из нормировки(2.10.12).

2.11. САМООРГАНИЗАЦИЯ ФЕРМИ- И БОЗЕ-ГАЗОВ


Рассмотрим обобщение изложенной теории переходов между состояниями открытой системы, находящейся в окружении, на случай описания поведения частиц, подчиняющихся квантовым статистикам [22, 136].
     В качестве физического примера произведем оценку упорядоченности черного излучения при спонтанных переходах. Открытая система и окружение представляют собой исходное и внешнее поля излучений с частотой 

 и температурами 
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 и 
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, соответственно. Тогда спонтанный переход междусостояниями описывается известными распределениями Планка
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которые легко получить из распределения Бозе-газа при 
[image: image473.wmf]0
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.


Переход характеризуется физической информацией различия для Бозе-газа [25,135]
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Значения энтропии и энергии исходного черного излучения в частичном равновесии находятся по формулам 
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где 
[image: image478.wmf]s

– постоянная Стефана. 

В случае полного равновесия  в (2.11.3) функция 
[image: image479.wmf]D

 заменяется на 
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 и имеем 
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Подставим выражения (2.11.3) – (2.11.5)  в (2.11.2) и получим 
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При 
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 имеем минимальную величину физической  информации различия 
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 упорядоченность исходного черного излучения тем выше, чем ниже величина 
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 в первой области и, соответственно, выше во второй относительно значения 
[image: image490.wmf]1

=

x

. Приближение величины  
[image: image491.wmf]x

 к значению 
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 в обеих областях приводит к уменьшению упорядоченности. 


Таким образом, приведенные результаты позволяют найти условия для поддержания высокого уровня упорядоченности открытой системы, находящейся в поле излучения с температурой 
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 и излучающей с температурой 
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. При этом информация различия  (2.11.6) имеет, соответственно указанным областям, следующие асимптотические значения
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Как видно из асимптотик, высокий уровень упорядоченности существенно зависит от температуры окружения 
[image: image504.wmf]0
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. Он начинает падать в первой области (при 
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. Увеличение же температуры 
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 приводит к обратным явлениям в этих областях. 


Перейдем к исследованию вынужденных переходов для Бозе - газа. Рассмотрим стационарное состояние открытой системы, характеризующейся эффективной функцией Гамильтона 
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, с помощью которых происходят изменения физических величин в исходной системе. При 
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 имеем состояние “полного равновесия” с эффективным гамильтонианом 
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Максимизируем энтропию Бозе-газа
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при выполнении дополнительных условий о заданности средней величины эффективного гамильтониана и сохранения числа частиц
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Следуя известной методике, получим в итоге функцию распределения “полного равновесия”
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которая имеет вид распределения Бозе-Эйнштейна. Здесь 
[image: image519.wmf]0
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– эффективная температура и 
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m

– эффективный химический потенциал. 


Переход между состояниями с 
[image: image521.wmf]D

 и 
[image: image522.wmf]0
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 описывается физической информацией различия
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где значения 
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 получаются из (2.11.9) и (2.11.10) заменой функции распределения 
[image: image527.wmf]D

 на 
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Минимизация информации различия (2.11.12) при фиксированном 
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 и дополнительных условиях (2.11.10) дает соотношение
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где 
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при аппроксимации 
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 в виде распределения Бозе-Эйнштейна
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где 
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. Подставим распределение “частичного распределения” (2.11.15) в (2.11.12) и получим минимальное значение при переходе между состояниями 
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где энтропия, энергия и число частиц
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Таким образом, имеем два вынужденных перехода между состояниями с распределениями 
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 и 
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 и 
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. Определим третий переход, где информация различия имеет вид 
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и потребуем выполнения указанного закона аддитивности 
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при всех значениях управляющих параметров. Тогда из (2.11.19) вытекают следующие условия
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которые накладываются на среднее значение эффективной функции Гамильтона  и  нормировку  распределения  и позволяют найти величины 
[image: image552.wmf]0
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 и 
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.


Учитывая (2.11.18), получим из (2.11.17) доказательство I-теоремы и S-теоремы для Бозе–газа

 
[image: image554.wmf](

)

0

~

~

~

0

0

³

-

-

=

-

=

S

S

I

I

I

.                     (2.11.21)


Таким образом, сравнение значений физической информации различия и энтропии производится при перенормировке к заданным значениям величин (2.11.20) на рассматриваемых стационарных состояниях и выполнении вышеприведенного условия на температуру. 


Доказательство теорем для Ферми-газа проводится аналогичным образом.

2.12. ГРАНИЦЫ ИЗМЕНЕНИЯ УПОРЯДОЧЕННОСТИ.                                                                                                                                    
[image: image555.wmf]h
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Вышеприведенные экстремальные свойства информации различия и энтропии позволяют найти принципиальные пределы изменения этих величин в процессе упорядочивания состояний открытой системы [24]. Представим величину информации различия в I- теореме (2.9.19) следующим образом 
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Максимальная упорядоченность микросостояний системы достигается при минимальной разупорядоченности. Это означает, что 
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, получим границы изменения упорядоченности состояний
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Важным следствием является тот  факт, что 
[image: image562.wmf]min
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 и 
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 определяются только состояниями “частичного” и “полного равновесия”,  и это легко найти изложенным методом для любой физической ситуации. 


Определим информационный КПД преобразования энергии для рассматриваемых состояний в виде 
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Учитывая значения информаций различия (2.12.1), после вычислений получим неравенство 
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которое назовем 
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- теоремой. Содержание этой теоремы заключается в том, что процесс самоорганизации открытых систем, происходящий при увеличении управляющих параметров, приводит к более эффективному преобразованию энергии.


Информационный КПД преобразования энергии имеет следующие принципиальные границы изменения
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В заключение приведем геометрическое представление рассматриваемого процесса самоорганизации открытой системы [17]. Воспользуемся диаграммой энтропия – энергия (рис.2.2).


Кривые 
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 и 
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 изображают, соответственно, изменения энтропий исходного состояния 
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 обозначает состояние “полного равновесия”. Из точки 
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 проводится касательная к кривым 
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Как видно из рис.2.2, закон аддитивности и взаимосвязь рассматриваемых величин имеет простой и наглядный смысл. 

2.13. НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ КРИТЕРИЙ                                                                                                                                                 УПОРЯДОЧЕННОСТИ СОСТОЯНИЙ 


В предыдущих параграфах приводятся доказательства I-теоремы о возрастании информации различия при вынужденном переходе в пространстве управляющих параметров. Рассматриваются классические и квантовые открытые системы. При доказательстве используется условие аддитивности информаций различия для трех состояний системы. В частном случае из этого условия вытекает условие Гиббса о постоянстве  среднего значения эффективной функции Гамильтона.
Отметим, что условие аддитивности информаций различия в общем случае может не выполняться. Более того, могут отсутствовать сведения о структуре эффективной функции Гамильтона 
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Согласно методам математической статистики [34], экспериментальные данные по длинным реализациям процесса 
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Сами методы для рассматриваемого случая называются непараметрическими и в дальнейшем будем придерживаться такой терминологии.
Первый этап исследования состоит в нахождении распределения “полного равновесия”. Для чего максимизируем энтропию исходного неравновесного состояния открытой системы при сохранении нормировки и заданности среднего значения для  микроскопической энтропии 
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где 
[image: image595.wmf]a
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 есть множители Лагранжа. Из условия 
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вытекает искомое нормированное распределение
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которое перепишем в виде 
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Находим энтропию
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Покажем, что функция 
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 имеет максимальное значение. Для этого рассмотрим информацию различия с выделенными значениями энтропий


[image: image607.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

.

0

1

ln

1

ln

1

   

1

1

ln

0

0

0

0

0

0

0

0

0

³

-

+

+

-

-

=

=

ò

ò

ò

dX

p

α

p

dX

p

p

k

S

α

S

dX

p

α

p

α

p

k

I

     (2.13.7)

Тогда имеем 
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Данное равенство выполняется автоматически при значении 
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. Следовательно, максимум энтропии достигается при распределении “полного равновесия” 
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На втором этапе ищем распределение “частичного равновесия” системы. Запишем физическую информацию различия и энтропии для перехода между состояниями с 
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 и 
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Минимизируем выражение (2.13.10) при выполнении дополнительных условий, которые использовались при максимизации энтропии произвольного состояния системы. Согласно вариационному принципу, находим безусловный экстремум функционала

  
[image: image617.wmf](

)

ò

ò

ò

-

+

+

=

pdX

k

dX

p

p

k

dX

p

p

p

k

L

1

~

ln

~

ln

0

0

l

t

,       (2.13.11)

где 
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 есть лагранжевы множители. Из условия
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получим  распределение  “частичного равновесия”
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Запишем информацию различия и энтропию для перехода между состояниями 
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Функция  
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 имеем состояние “полного равновесия”. 


Третий этап состоит в исследовании переходов между состояниями 
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 и 
[image: image635.wmf]0

~

p

. Аналогично определим физическую информацию различия
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Из известного закона аддитивности информаций различия 
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 при всех значениях управляющих параметров, получим равенство
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средних значений микроскопической информации различия 
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. Подставляя распределение (2.13.13) в равенство (2.13.16), имеем условие для трех распределений
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Учитывая (2.13.17), из (2.13.15) получим основное равенство для двух распределений 
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Из (2.13.17) определяется 
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 находится из нормировки (2.13.13). Используем (2.13.18) в выражении для информации 
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 и получим доказательство I-теоремы и S-теоремы в виде 
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В важном случае, когда 
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 аппроксимируются в виде “канонических распределений” Гиббса


[image: image650.wmf]þ

ý

ü

î

í

ì

-

=

0

0

0

0

exp

kT

H

F

p

,  
[image: image651.wmf]þ

ý

ü

î

í

ì

-

=

0

0

0

0

~

~

~

exp

~

T

k

H

F

p

           (2.13.20)

получим равенство 
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которому должна удовлетворять эффективная температура при самоорганизации открытой системы. Отметим, что условие (2.13.16) для распределений (2.13.20) соответствует условию Гиббса для эффективной функции Гамильтона 
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Продолжим рассмотрение “частичного равновесия” (2.13.13) , которое не удовлетворяет равенству (2.13.16). В этом случае, несмотря на увеличение эффективной температуры (
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), I– теорема не выполняется, и для сравнения  степени упорядоченности исходного состояния и состояния “частичного равновесия” проведем перенормировку распределения 
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Минимизируем информацию различия (2.13.10) при выполнении заданности среднего значения для микроскопической информации различия 
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 и сохранении нормировки 
[image: image660.wmf]p

. Снова находим безусловный экстремум функционала 
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где 

 и 

 есть множители Лагранжа. В итоге  получаем перенормированное распределение “частичного равновесия”
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где статистический интеграл 
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Распределение (2.13.23) согласно закону аддитивности
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должно удовлетворять равенству 
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Минимальное значение информации различия и энтропия имеют вид 
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Исследование на экстремум показывает, что с увеличением 
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для определения 
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 находится из нормировки (2.13.24). Тогда, с учетом  (2.13.26) и  (2.13.28), значение информации различия для перехода между  
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приводит к доказательству I-теоремы и S-теоремы. 
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В частности, при аппроксимации  
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получим равенство
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В итоге из (2.13.32) имеем условия
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накладываемые на эффективную температуру  
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2.14. НЕУСТОЙЧИВОСТЬ БЕСПОРЯДКА                                                                                     И ЛОКАЛЬНАЯ I-ТЕОРЕМА


В 2.9 рассматривался вынужденный переход между стационарными состояниями в 
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-мерном пространстве управляющих параметров 
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. Причем эволюция системы от состояния с “частичным равновесием” к новому стационарному состоянию зависит от решения задачи устойчивости (или неустойчивости) в точке 
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. Эти вопросы являются  важным звеном при доказательстве локальной I-теоремы [17], которая далее формулируется для близких стационарных состояний. Изучим общий случай, когда отсутствуют сведения о структуре эффективной функции Гамильтона 
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Итак, рассмотрим переход между состоянием “частичного равновесия” в критической точке 
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. Разложим информацию различия Кульбака с точностью до величин второго порядка малости вблизи критической точки и получим квадратичную форму 
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Здесь введена ковариационная матрица эффективных обобщенных сил 
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действующих в направлении управляющих параметров в точке 
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Среднее значение 
[image: image705.wmf]i

F

 указанных сил вычисляется  с распределением 
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Матрица (2.14.2) является аналогом фундаментальной информационной матрицы Фишера [31]. 


Подставим  выражение (2.14.1) в I-теорему и получим знакоположительную функцию
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в 
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-мерном параметрическом пространстве переменных 
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, непрерывную и включающую в себя начало координат. Необходимыми и достаточными условиями для определенной положительности квадратичной формы (2.14.5) являются следующие неравенства (условия Сильвестра)
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для главных миноров матрицы  
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Решение задачи устойчивости (или неустойчивости) состояния с “частичным равновесием” при 
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 требует наряду с существованием знакоположительной функции (2.14.5) знание ее поведения по направлению траектории системы дифференциальных уравнений
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Такие функции называются функциями Ляпунова. Соотношение (2.14.7) означает, что переход вдоль траектории (где 
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 – скалярная величина) характеризуется исключительно указанными параметрами. Поскольку в состоянии  “частичного равновесия” скорость изменения параметров равна нулю 
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Итак, система (2.14.7) с условиями  (2.14.8) задает закон движения начальной точки (критической точки) по траектории 
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-мерного параметрического пространства. Если рассматриваются близкие состояния, то разложение 
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 в линейном приближении приводит к системе уравнений
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Состояние “частичного равновесия”, соответствующее начальной точке, должно быть неустойчивым к беспорядку, чтобы переход к другому состоянию характеризовался самоорганизацией системы. Согласно теореме Ляпунова об неустойчивости,  имеет  место неравенство 
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которое означает, что траектория системы (2.14.7) направлена в сторону возрастания функции 
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[image: image731.wmf](

)

(

)

å

³

=

¶

-

¶

-

=

¶

-

¶

n

j

j

ij

i

i

a

k

a

S

S

a

I

I

0

2

~

~

0

0

Γ

.           (2.14.11)

При несовпадении знаков неравенств (2.14.5) и (2.14.10) состояние “частичного равновесия” устойчиво к беспорядку, и вопрос наличия неравновесного фазового перехода (или процесса самоорганизации) по соответствующим параметрам остается открытым. Таким образом, свойства матрицы 
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, удовлетворяющей условиям (2.14.6) и (2.14.11), определяют условия неустойчивости рассматриваемого состояния. Отметим, что в общем случае  некоторые  компоненты вектора 
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 могут быть отрицательными, и это означает, что по соответствующим параметрам не имеют место процессы самоорганизации. Тогда для выполнения (2.14.10) требуется дополнительное исследование.


Используя (2.14.1) и (2.14.9), получим исходное неравенство 
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Матрицы  
[image: image735.wmf]ij

x

 и  
[image: image736.wmf]ij

g

 в (2.14.12) имеют вид 
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где 
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Из (2.14.13) следует, что система уравнений (2.14.9) ставит в линейное соответствие матрице 
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 матрицу 
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). Условия неустойчивости состояния “частичного равновесия” к беспорядку при 
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 соответствуют условиям Сильвестра (2.14.6) для матриц 
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Таким образом, приводятся условия неустойчивости беспорядка, при которых происходит увеличение упорядоченности состояний открытой системы. Единственной функцией Ляпунова в задаче неустойчивости в общем случае, когда отсутствуют ограничения на постоянство энергии или других величин, является физическая информация различия. 
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Рис.2.1. Энтропия-энергия для                                                                                                         аддитивных систем





� EMBED Word.Picture.8  ��� Рис.2.2 Изменения физической                                                        информации различия Кульбака                                                            при самоорганизации открытых систем
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